Couches absorbantes hybrides multi-pas de temps en dynamique des sols by Zafati, Eliass
Couches absorbantes hybrides multi-pas de temps en
dynamique des sols
Eliass Zafati
To cite this version:
Eliass Zafati. Couches absorbantes hybrides multi-pas de temps en dynamique des sols. Ge´nie
civil. INSA de Lyon, 2015. Franc¸ais. <NNT : 2015ISAL0050>. <tel-01278525>
HAL Id: tel-01278525
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01278525
Submitted on 24 Feb 2016
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
THÈSE DE DOCTORAT DE
l'INSTITUT NATIONAL DES SCIENCES APPLIQUÉES DE
LYON
Spéialité
MÉCANIQUE, GÉNIE MÉCANIQUE, GÉNIE CIVIL
Présentée par
Eliass ZAFATI
Pour obtenir le grade de
DOCTEUR I.N.S.A. de Lyon
Sujet de la thèse :
Couhes absorbantes hybrides multi-pas de temps en
dynamique des sols
soutenue le 09 Juin 2015
devant le jury omposé de :
M. Jean-François Semblat Rapporteur
M. Alain Millard Rapporteur
M. Pierre-Yves Bard Examinateur
M. Pierre-Alain Nazé Examinateur
Mme Irini Djeran-Maigre Diretrie de thèse
M. Mihaël Brun Co-direteur de thèse
2015ISAL0050
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
2Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
à mes parents,
à toute la famille et à mes amis
3
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
Résumé
Ce travail de thèse qui a pour objet la génération et l'étude des ouhes absor-
bantes dans les problèmes impliquant la dynamique des sols, est divisé en trois parties
essentielles. La première onsiste à proposer une méthode de dimensionnement des
ouhes absorbantes par l'amortissement de Rayleigh an de simuler des problèmes de
propagation d'ondes dans les milieux innis. Cette méthode repose sur une analyse
mathématique du problème de propagation d'ondes dans un milieu aratérisé par la
matrie de Rayleigh, qui nous permet, d'une part, d'établir des onditions de minimi-
sation des réexions parasites aux interfaes, et d'autre part, de proposer une simple
relation de dimensionnement du domaine absorbant basée sur la notion de dérément
logarithmique.
On se propose dans la deuxième partie d'appliquer une stratégie de ouplage des
shémas temporels pour des problèmes de propagation d'ondes dans les milieux innis
1D et 2D. L'approhe proposée est d'intégrer le domaine d'étude par un shéma expli-
ite et le domaine absorbant par un shéma impliite, et d'évaluer le potentiel de ette
méthode en faisant varier les rapports de pas de temps entre les sous domaines. Une
attention partiulière est aordée au as 1D pour lequel l'eet de la nesse du maillage
dénie par le nombre d'éléments nis par longueur d'onde est également analysé. Par
ailleurs, l'évolution du temps de alul en fontion du rapport entre les pas de temps
est étudiée an d'estimer les gains réalisés par rapport à un alul de référene où le
problème global est intégré uniquement ave un shéma expliite.
La dernière partie est dédiée à l'étude des ouhes amortissantes de type PML
("Perfetly Mathed Layer") dans le adre des ouplages hybrides multi-pas de temps.
Cette partie est introduite par une étude de stabilité des shémas temporels dans le as
d'une PML en 1D. La ouhe absorbante PML est intégrée selon un shéma impliite
en adoptant des pas de temps plus importants que le domaine d'intérêt intégré selon
un shéma expliite. Bien que ette méthodologie de ouplage s'avère très eae pour
la reprodution des milieux innis, les études paramétriques montrent une sensibilité à
4
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la taille du pas de temps plus forte que elle exhibée par les ouhes amortissantes de
Rayleigh.
Ces développements ont onduits aux deux publiations suivantes à omité de le-
tures, dont une déjà publiée et l'autre sous révision et à une ommuniation à un ongrès
international :
E. Zafati, M. Brun, I. Djeran-Maigre, and F. Prunier. (2014) Multi-diretional and
multi-time step absorbing layer for unbounded domain. Comptes Rendus Meanique,
342 :539-557,.
E. Zafati, M. Brun, I. Djeran-Maigre, and F. Prunier. Design of an eient multi-
diretional expliit/impliit Rayleigh absorbing layer for seismi wave propagation in
unbouded domain using a strong form formulation. International Journal for Numerial
Methods in Engineering, (minor revisions).
Zafati E., Brun M. Djeran-Maigre I., (2013), A multi-diretional absorbing layer for
seismi wave propagation in unbounded domain by using heterogeneous multi-time step
subdomain methods. CompDyn 2013, 4th Int. Conferene on Computational Methods
in Strutural Dynamis and Earthquake Engineering, 12-14 June 2013 - Kos Greee
(http ://www.eomasproeedings.org/s2013)
Mots-lefs : Propagation d'ondes, Couhes parfaitement absorbantes (PML), Amor-
tissement de Rayleigh, Couplage multi-pas de temps, Shémas d'intégration temporelle
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Introdution
Dans le domaine de la dynamique des sols, reouvrant les as des séismes ou des
explosions, le proessus de propagation d'ondes résulte de deux aratéristiques essen-
tielles : l'inertie et la déformabilité du milieu. Si le milieu n'est pas déformable, toute
exitation va générer uniquement soit une fore interne soit un mouvement aéléré.
De même, si on omet l'inertie du milieu, la transmission du mouvement sera alors ins-
tantanée. Lorsque les deux propriétés sont réunies, la transmission de l'onde est don
possible et s'aompagne en même temps du transport d'une quantité d'énergie sous la
forme d'une énergie inétique et d'une énergie potentielle.
La desription mathématique des problèmes de propagation d'ondes est rendue pos-
sible grâe au développement du onept des milieux ontinus [3℄. Cette idéalisation de
la réalité est d'une utilité pratique onsidérable dans la mesure où elle permet de réaliser
des études très omplexes traitant des problèmes de la méanique. Les équations de la
méanique des milieux ontinus aompagnées des équations de la dynamique donnent
naissane à un système d'équations non linéaires ouplant les diérentes omposantes
du déplaement, généralement impossible à traiter analytiquement dans les as réels.
Des hypothèses supplémentaires, portant sur la linéarité du milieu par exemple, sont
alors néessaires an de rendre possible une résolution mathématique.
Quand la résolution analytique est impossible, on a reours à des méthodes numé-
riques qui fournissent des solutions numériques approximatives. Parmi es méthodes,
la méthode des éléments nis oupe atuellement une plae de premier plan dans le
monde du alul sientique. La popularité de la méthode provient de son usage intensif
et pragmatique, dans les années 50, par des ingénieurs appartenant à la ommunauté
des méaniiens. L'analyse mathématique de ette méthode n'a débuté que vers la n
des années 60 grâe aux travaux [4℄ [5℄ portant sur l'étude des erreurs d'approximations
développées à partir des outils mathématiques établis bien à l'amont vers les années 40
par Sobolev, Banah et Shwartz [6℄. Ce rapprohement donnera naissane à un adre
oneptuel, général et puissant à la fois, qui va s'étendre vers d'autres problèmes d'in-
14
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
génierie et d'autres hamps d'appliations.
Une fois l'étape de l'approximation spatiale par la méthode des éléments nis fran-
hie, on obtient un système d'équations en fontion de la variable temps. L'une des
approhes ommunément utilisées dans la résolution de e genre de système est la
méthode d'intégration direte par des familles de shémas temporels. Les shémas de
Newmark [7℄, qui font partie de ette atégorie sont peut être les plus aniens, mais aussi
les plus utilisés dans la dynamique transitoire. Cette méthode de résolution est eae
dans la mesure où elle peut être appliquée aux problèmes linéaires et non linéaires. Ce-
pendant, des préautions doivent être prises au niveau de la préision et de la stabilité.
Certains shémas peuvent introduire de l'amortissement numérique ou de la dispersion
numérique dans le as des problèmes de propagation d'ondes, et d'autres sont assujettis
à des onditions de stabilité (ondition CFL : Courant, Friedrihs et Lewy). Pour des
problèmes qui présentent une hétérogénéité dans la taille des éléments, l'appliation
d'un shéma expliite est onditionnée par le plus petit élément du maillage, e qui
peut être pénalisant surtout s'il existe des régions du maillage qui ne néessite pas une
telle préision pour obtenir les quantités physiques d'intérêt pour l'ingénieur. L'une des
solutions proposées dans la littérature est la déomposition du maillage en plusieurs
parties, haune étant intégrée ave son propre shéma temporel et son propre pas de
temps, sans aeter la stabilité du problème global. Figurant dans ette atégorie, la
méthode GC (Gravouil et Combesure) est une tehnique de ouplage des shémas de
Newmark développée pour les milieux linéaires [8℄ et non linéaires [9℄ [10℄ selon l'ap-
prohe duale. Cette méthode a fait l'objet d'une série d'améliorations notamment ave
les travaux de (Mahjoubi et al [11℄, Brun et al [12℄).
Les problèmes de propagation d'ondes dans les sols néessitent la onsidération de
domaines non bornés dans ertaines diretions. La rédution du domaine physique en un
domaine ni est la seule option possible pour une simulation numérique par la méthode
des éléments nis. Cela requiert un traitement spéial au niveau des onditions aux
limites an de représenter les onditions de radiation à l'inni. Une grande variété de
tehniques a été développée dans e sens omme les onditions aux limites absorbantes
[13℄, les éléments innis [14℄ ou enore les ouhes absorbantes. Selon la littérature,
la dernière lasse peut être divisée en deux groupes : les ouhes parfaitement adap-
tées (ou PML,  Perfetly Mathed Layers ) [15℄ et les ouhes absorbantes ave un
amortissement augmentant progressivement (ALID,  Absorbing Layers with Inreasing
Damping ) [16℄ ou (CALM,  Caughey Absorbing Layer Method ) [2℄). Les stratégies
ALID ou CALM onstituent des méthodes d'amortissement des ondes inidentes par
l'introdution de la matrie de Rayleigh [17℄ qui présente les avantages d'être simple
15
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à implémenter et eae pour la dissipation d'énergie. Toutefois, la méthode devient
pénalisante en termes de temps CPU lorsqu'on onsidère la matrie de rigidité dans
la matrie de Rayleigh et qu'on utilise une intégration par un shéma expliite (ou de
diérene entrée).
Le premier hapitre de e mémoire présente les équations prinipales qui régissent
les problèmes de propagation d'ondes dans les sols, aompagnées d'éléments sur les
ouplages de shémas temporels et les diérentes tehniques de ouhes absorbantes
pour reproduire les milieux innis.
Une étude analytique de l'amortissement de Rayleigh est menée au sein du seond
hapitre mettant en lumière le lien entre une formulation forte basée sur des omporte-
ments physiques et la formulation faible disrétisée par la méthode aux éléments nis
dans laquelle la matrie d'amortissement de Rayleigh est introduite. Cette étude dé-
bouhe sur une méthode simple de dimensionnement des ouhes ALID, qui améliore
la méthode originelle de [16℄.
Cette partie est suivie dans le troisième hapitre par une série d'appliations de la
méthode GC sur des problèmes de propagation d'ondes unidimensionnels et bidimen-
sionnels. On prote des avantages des méthodes de ouplage en onsidérant les ouhes
ALID omme un sous domaine à part, et l'en intégrant par un shéma impliite ave un
maro pas de temps. Cette tehnique de ouplage nous permet de onsidérer la matrie
de rigidité dans la matrie d'amortissement, sans réduire le pas de temps de stabilité.
Une analyse d'erreurs s'avère alors néessaire an d'estimer la performane de e ou-
plage en fontion des rapports entre les pas de temps et de la nesse du maillage.
Le dernier hapitre est dédié au ouplage entre un alul expliite dans le domaine
d'intérêt ave une intégration impliite des ouhes parfaitement adaptées (PML) aux
frontières du maillage, selon la formulation de Basu [18℄, [19℄ et [20℄. Cette analyse est
omplétée par une étude de ertaines propriétés du shéma de disrétisation temporelle
utilisée dans les PMLs.
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Chapitre 1
Etat de l'art
Le livre de la nature est érit en langage
mathématique.
Galileo Galilei
Ce hapitre est divisé en trois parties. En premier lieu, le problème de la dynamique
en élastiité linéaire est présenté et disrétisé en espae et en temps. Après une brève
présentation des méthodes hybrides de ouplages de shémas temporels, la méthode de
ouplage GC est introduite en détaillant d'une part l'algorithme du ouplage entre deux
milieux linéaires ayant le omportement de Hooke et d'autre part l'algorithme du ou-
plage entre un milieu linéaire de Hooke et un milieu visqueux aratérisé par la matrie
de Rayleigh. La stabilité de la méthode GC [8℄, onsidérée omme une ondition néés-
saire de la onvergene de la solution numérique, sera également abordée et démontrée
par la méthode énergitique. La dernière partie sera onsarée à la présentation de deux
méthodes de ouhes absorbantes. La première onnue sous le nom ALID ou CALM,
basée sur une simple formulation par la matrie de Rayleigh, est présentée en faisant
le point sur le alul de l'atténuation par le fateur de qualité et par la méthode de la
matrie globale. La deuxième, plus populaire, onnue sous le nom de PML ("Perfetly
mathed layers") est présentée en distinguant brièvement les diérentes approhes dé-
veloppées dans la littérature puis en détaillant la formulation temporelle proposée par
Basu et al [19℄, adaptée à la méthode des éléments nis.
1.1 Elastiité linéaire
On onsidère le système d'équations de l'élastiité linéaire où on suppose un matériau
homogène isotrope. Soit Ω un domaine (borné ou non borné) simplement onnexe de
17
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R2 (Figure 1.1) et u le veteur déplaement solution de l'équation d'équilibre suivante :
ρu¨i =
2∑
j=1
∂
∂xj
σij(x, t) + fi(x, t) ∀x ∈ Ω i = 1, 2 (1.1)
Ω g
N
ΓN
gD
ΓD
Figure 1.1  Modélisation du domaine Ω ave les onditions aux limites
où fi représentent les omposantes des fores volumiques et σij les omposantes du
tenseur des ontraintes lié au tenseur des déformations innitésimal par la loi de Hooke :
σij =
Eν
(1 + ν)(1 − 2ν)δij
2∑
k=1
εkk +
E
1 + ν
εij (1.2)
valide pour tout x ∈ Ω, ave E le module de Young et ν le oeient de Poisson.
Sous l'hypothèse des petites perturbations (HPP) le tenseur de déformation s'érit sous
sa forme linéarisée :
εij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
) ∀x ∈ Ω i, j = 1, 2 (1.3)
Multiplions l'équation d'équilibre (1.1) par une fontion test de omposantes vi,
intégrons sur Ω et appliquons l'intégration par partie, on obtient :∫
Ω
u¨v + a(u, v) =
∫
Γ
γ1u γ0v ds+
∫
Ω
fv dx (1.4)
ave a(u, v) une forme bilinéaire symétrique dénie par :
a(u, v) =
∫
Ω
∑
σij(u, x)εij(v, x) dx (1.5)
18
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et γ0 , γ1 les opérateurs dénis par :
γ0u = uupslopeΓ γ1u = σ
=
(u, x).n ∀x ∈ Γ (1.6)
Le système d'équations préédent est omplété par des onditions dénies à la fron-
tière du domaine :
γ0u(x) = g
D(x) ∀x ∈ ΓD Dirichlet
γ1u(x) = g
N(x) ∀x ∈ ΓN Neumann (1.7)
ave Γ = ΓD ∪ ΓN , alors que les onditions initiales sont dénies par :
u(t = 0, x) = u0(x)
∂tu(t = 0, x) = v0(x) (1.8)
1.2 Approximation par la méthode des éléments nis
La première étape de l'approximation de la solution du problème préédent par la
méthode des éléments nis onsiste à approher le domaine Ω par des simplexes qui
sont, dans la plupart des as, des segments en 1D, des triangles ou des retangles en
2D. Ensuite on approxime loalement, sur haque élément Ωe, l'espae de solutions
et des veteurs tests de dimension inni par un espae de dimension ni onstruit,
généralement, à partir des fontions polynmiales. On érit alors :
uh =
N∑
i=1
N ei (ζ) ui (1.9)
vh =
N∑
i=1
N ei (ζ) vi (1.10)
dans laquelle uh est la solution approhée, N
e
i la fontion de forme orrespondante
au noeud i déni sur un élément de référene ave les oordonnées ζ ; u
i
désigne le
déplaement au noeud i. En remplaement les intégrales
∫
Ω
par
∑∫
Ωe
et les veteurs
u, v par uh, vh dans la formulation faible (1.4), on obtient une équation de la forme :
MU¨ + Fint = Fext (1.11)
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ave U le veteur déplaement ayant pour omposantes ui et M la matrie de masse
donnée par :
Mij =
∑
e
∫
Ωe
N ei N
e
j dx (1.12)
Fint,i désigne le veteur des eorts internes et Fext,i elui des eorts extérieurs :
Fint,i =
∑
e
∫
Ωe
∑
σkl(u, x)εkl(N
e
i ui, x) dx (1.13)
Fext,i =
∑
e
∫
Ωe
fN ei dx+
∑∫
ΓN,e
gNN ei ds (1.14)
Comme le omportement est linéaire, la fore interne peut s'érire sous la forme :
Fint = KU (1.15)
où K est la matrie de rigidité. Il est important de noter que les intégrales sur les do-
maines Ωe sont alulées à partir des éléments de référene en eetuant un hangement
de variable et sont approhées, dans une seonde étape, par la méthode d'intégration de
Gauss. On peut trouver les détails du alul des diérentes matries dans les ouvrages
de Hughes [21℄ et de Zienkiewiz [22℄.
La disrétisation spatiale par les éléments nis introduit une erreur d'approximation
dénie par l'éart entre la solution exate et la solution approhée. Cette erreur est
évaluée par des estimateurs qu'on peut lasser en deux types : estimateur a priori et
estimateur a posteriori. Ces erreurs dépendent à la fois de la norme utilisée, de l'ordre
d'approximation et de la taille des éléments et elles ont un intérêt majeur dans les
problèmes de génération des maillages adaptatifs (voir par exemple [23℄).
1.3 Disrétisation temporelle
1.3.1 Aperçu sur les shémas temporels
Après la disrétisation spatiale, on obtient un système d'équations diérentielles en
fontion de la variable temps. La méthode numérique la plus ommunément utilisée
pour la résolution de e genre d'équations est l'intégration direte par des shémas tem-
porels. Le prinipe de es méthodes onsiste à aluler les quantités inématiques en
des instants nis d'un intervalle borné [0, T ] en exploitant la relation entre les quantités
20
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à l'instant tn+1 et les quantités à l'instant tn (onnues à l'avane) ainsi que l'équation
d'équilibre. Parmi les shémas développés dans e sens issus de la famille de Newmark
[7℄, exprimés en fontion des paramètres de Newmark γ et β, sont, sans doute, les plus
utilisés. Lorsque γ = 0.5 et β = 0 on obtient le shéma de diérene entrée (shéma
expliite) tandis que les paramètres γ = 0.5 et β = 0.25 donnent le shéma de l'aélé-
ration moyenne (shéma impliite).
Il existe une autre famille de shémas semblable à elle de Newmark appelée α−méthodes
où l'équilibre est satisfait en moyenne par le paramètre de pondération α entre tn+1 et
tn. On peut iter trois algorithmes de e type : l'algorithme ave pondération de la
matrie de raideur HHT (Hilbert, Hughes et Taylor) [24℄, l'algorithme ave pondéra-
tion des eorts d'inertie par Wood et al [25℄ et la méthode α généralisée par Chung
et al [26℄. L'avantage de es méthodes est qu'elles permettent un ertain ontrle de
la dissipation d'énergie, utile pour atténuer les eets parasites des hautes fréquenes
provenant de la disrétisation spatiale, tout en onservant un bon ordre de onvergene.
Il est également souhaitable que la méthode d'intégration temporelle onserve er-
taines quantités omme le moment des quantités de mouvement ou l'énergie dans le as
général (as non linéaire). Ces shémas font l'objet de reherhes intensives depuis le
travail de Simo et al [27℄ qui a développé un algorithme ave des propriétés de onser-
vation appliables aux lois de omportement non linéaires à ondition qu'elles dérivent
d'un potentiel.
1.3.2 Shéma de Newmark
On onsidère à nouveau l'équation du mouvement semi-disrétisée en espae (1.11).
Sous l'hypothèse HHP et d'une loi de omportement linéaire de Hooke, on a :
MU¨ + CU˙ +KU = Fext (1.16)
L'équation est modiée en ajoutant une matrie d'amortissement C généralement
symétrique positive omme la matrie de Rayleigh [17℄. La résolution de l'équation
préédente néessite la onnaissane des onditions initiales (1.8) :
U(0) = U0 U˙(0) = V0 (1.17)
La résolution numérique par le shéma de Newmark est donnée par les équations
suivantes :
MU¨n+1 + CU˙n+1 +KUn+1 = Fn+1 (1.18)
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Un+1 = Un + dtU˙n +
dt2
2
(
(1− 2β) U¨n + 2βU¨n+1
)
(1.19)
U˙n+1 = U˙n + dt
(
(1− γ) U¨n + γU¨n+1
)
(1.20)
où Un+1, U˙n+1 et U¨n+1 sont les approximations de U(tn+1), U˙(tn+1) et U˙(tn+1),
respetivement. Les paramètres γ et β sont hoisis an d'assurer la stabilité et une
préision satisfaisante du alul. Le problème omposé des équations préédentes (1.18),
(1.19) et (1.20) onsiste alors à aluler les quantités Un+1, U˙n+1 et U¨n+1 sahant les
valeurs Un, U˙n et U¨n. Pour ela, on dénit les préditeurs suivants :
Upn+1 = Un + dtU˙n +
dt2
2
(1− 2β) U¨n (1.21)
U˙pn+1 = U˙n + dt (1− γ) U¨n (1.22)
La valeur de U¨0 est déterminée par :
MU¨0 = F − CV0 −KU0 (1.23)
En injetant les équations (1.22) et (1.21) dans l'équation (1.18), la valeur de U¨n+1
est déterminée par :
(M + γdtK + βdt2K)U¨n+1 = Fn+1 − CU˙pn+1 −KUpn+1 (1.24)
Finalement, les quantités Un+1, U˙n+1 sont alulées par les relations (1.19) et (1.20).
En dénissant le veteur d'état dn = [U˙n Un]
T
à l'instant n, la stabilité d'un shéma
d'intégration temporelle pour un pas de temps dt onsiste à e qu'une perturbation du
veteur dn n'entraîne qu'une modiation non roissante de dn+j alulé à un instant
tn+j. Dans le as du shéma de Newmark, on peut montrer, en éliminant la matrie
d'amortissement C et le veteur des fores extérieures, que les veteurs d'états dn+1 et
dn sont reliés par :
[
γ dtK M
M + β dt2K 0
] [
Un+1
U˙n+1
]
=
[ −(1 − γ) dtK M
M + (1
2
− β) dt2 K dtM
] [
Un
U˙n
]
(1.25)
Le système préédent peut être érit autrement en se projettant sur un mode ωh (h
étant la taille de l'élément de maillage). On dénit la fréqene adimensionnée Ωh = dt ωh
et [u˙n un] les oordonnées de [U˙n Un] en se projetant sur le mode ϕh. De la relation
(1.25), on déduit :
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[
γ Ω2h 1
1 + β Ω2h 0
] [
un+1
dt u˙n+1
]
=
[ −(1− γ) Ω2h 1
1 + (1
2
− β)Ω2h 1
] [
un
dt u˙n
]
(1.26)
En dénissant la matrie d'ampliationA =
[
γ Ω2h 1
1 + β Ω2h 0
]−1 [ −(1 − γ) Ω2h 1
1 + (1
2
− β)Ω2h 1
]
,
la stabilité du shéma implique que les valeurs propres de ette matries soient inlues
dans le disque unité si elles sont distintes. Cei entraîne, sans entrer dans le détail des
aluls, les propriétés lassiques de stabilité du shéma de Newmark [21℄ :
1
2
≤ γ ≤ 2β sche´ma inconditionnellement stable
1
2
≤ γ et 2β ≤ γ sche´ma stable si dt ≤ dtc = 1
ωh
√
γ
2
−β
(1.27)
Lorsqu'on suppose que la matrie d'amortissement C est de type de Rayleigh de la
forme C = aM+bK ave a et b des onstantes positives, les onditions de stabilité sont
modiées [21℄ :
1
2
≤ γ ≤ 2β sche´ma inconditionnellement stable
1
2
≤ γ et 2β < γ sche´ma stable si dt ≤ dtc = 1ωh
ξ(γ− 1
2
)+[ γ2−β+ξ
2(γ− 1
2
)2]
1/2
γ
2
−β
(1.28)
ave ξ = 1
2
( a
ωh
+ b ωh).
Outre la stabilité, un shéma temporel doit également vérier la propriété de la
onsistane an d'assurer une onvergene vers la solution exate. Celle-i est bien
vériée dans le as de shéma de Newmark, on peut montrer que :
lim
dt→0
dn+1 − dn
dt
= d˙n (1.29)
Dans le as où γ 6= 1
2
, le shéma est d'ordre 1, alors qu'il est d'ordre 2 si γ = 1
2
.
Dans la setion suivante, on abordera les méthodes de ouplage des shémas tempo-
rels en partiulier la méthode GC qui s'appuie sur les shémas temporels de Newmark.
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1.4 Méthodes de ouplage des shémas temporels
1.4.1 Introdution
••
••
••
••
•
Ω1 Ω2
Γ12
Figure 1.2  Domaine Ω partitionné en deux sous domaines Ω1 et Ω2
Dans ette introdution, on onsidère un domaine Ω déomposé en deux sous do-
maines Ω1 et Ω2 ayant pour interfae Γ
12
et qui peuvent, en outre, avoir des proprié-
tés physiques diérentes. On suppose que le partitionnement est sans reouvrement
(Ω1 ∩ Ω2 = ∅) et que le maillage obtenu par la disrétisation spatiale est onforme à
l'interfae.
La proédure de ouplage des shémas temporels onsiste à subdiviser un problème
en plusieurs sous domaines et intégrer haun d'eux ave son propre shéma d'intégra-
tion et son propre pas de temps. Cette tehnique est d'autant plus intéressante qu'elle
permet d'envisager des éhelles de temps très nes sur des régions ave des maillages
très ns et des éhelles de temps grossières sur des régions ave des maillages gros-
siers. On peut imaginer sur l'exemple illustré sur la Figure 1.2, même ave un maillage
uniforme sur tout domaine, une méthode d'intégration mixte où le sous domaine Ω1
est intégré ave un shéma expliite et le sous domaine Ω2 est intégré ave un shéma
impliite.
De nombreuses méthodes de ouplage ont été développées dans e sens. Hugues et al
[28℄ ont proposé une méthode mixte (Impliite/Expliite) selon l'approhe primale en
adoptant un pas de temps uniforme et ont démontré sa stabilité par la méthode éner-
gétique [29℄. Belytshko et al [30℄ ont développé une méthode multi-éhelles en temps
en onsidérant des shémas d'intégration homogène type Expliite/Expliite (Em/E)
ave m le rapport entre le maro pas de temps et le miro pas de temps. Ils ont abouti
à la onlusion que e type de ouplage impose des onditions de stabilité plus strite
que le ouplage (E/I) qui dépendent des rigidités des deux sous domaines. Daniel [31℄ a
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présenté une méthode de sous-ylage formulée uniquement en déplaement autorisant
l'utilisation de plusieurs éhelles en temps. Cette méthode a été mise en oeuvre, dans
un premier temps, pour la famille des shémas de Newmark puis étendue à la famille α-
généralisée. Il existe également des méthodes de ouplage intéressantes qui permettent
d'intégrer haque élément de maillage par son propre pas de temps, au lieu d'intégrer
tout le problème par un pas de temps ontrlé par le petit élément du maillage. On
peut iter dans e sens les référenes de Lew et al [32℄ [33℄.
Les méthodes de ouplage des sous domaines basées sur l'approhe duale ont onnu
un grand suès du fait qu'elles permettent de oupler plusieurs sous domaines de façon
plus indépendante. La méthode FETI est l'une des méthodes proposées dans e sens
qui a été développée dans le travail de Farhat et al [34℄. La ontinuité des quantités à
l'interfae est assurée par les multipliateurs de Lagrange ontrairement aux méthodes
dérites préedemment. Le omplément Shur dual est alors introduit permettant de
aluler dans un premier temps les multipliateurs de Lagrange avant d'en déduire les
quantités inématiques.
La méthode utilisée dans notre travail, nommée GC méthode (en référene à Gra-
vouil et Combesure) [10℄ [9℄ [8℄ est onsidérée omme l'extention de l'algorithme FETI
dynamique pour des ouplages multi-éhelles en temps en utilisant les shémas de New-
mark. La ontinuité des quantités inématiques aux interfaes est présrites par les
multipliateurs de Lagrange. La résolution d'un problème de la dynamique transitoire
par la méthode GC néessite 3 étapes de résolution qu'on détaillera dans la suite :
la première onsiste à aluler les quantités sans liaison, ensuite les multipliateurs de
Lagrange sont alulés via un problème ondensé, qui permet nalement le alul des
quantités ave liaison. La stabilité de ette méthode est démontrée à travers l'approhe
énergétique en adoptant une ondition de ontinuité des vitesses aux interfaes. En
outre, la stabilité est onditionnée uniquement par les onditions de stabilité en haque
sous domaine. Le bilan énergétique de ette méthode introduit un terme de dissipation
si le pas de temps n'est plus uniforme sur tout le problème. Des améliorations ont été
alors proposées par Mahjoubi et al [11℄ et Brun et al [12℄ pour assurer une meilleure
onservation de l'énergie.
1.4.2 Méthode GC dans le as multi-éhelles en temps
Considérons le problème dérit sur la Figure 1.2, le prinipe variationnel dans le
milieu ontinu peut s'érire, en prenant ompte la déomposition en 2 sous domaines,
sous la forme d'un problème de point selle :
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∫
Ω
ρiu¨ivi dΩ + ai(ui, vi) +
∫
Γij
λijγ0vi ds = li(vi) i, j ∈ {1, 2} i 6= j (1.30)
∫
Γij
µij(γ0ui − γ0uj) ds = 0 i, j ∈ {1, 2} i 6= j (1.31)
li forme linéaire représentant les fores extérieures agissant sur le sous domaine i
en exluant l'interfae Γ12, λij les multipliateurs de Lagrange interprétés omme les
fores au signe près agissant sur l'interfae Γ12. ui, vi les hamps de déplaements et
µij des fontions tests appartenant à des espaes onvenables.
Dans un premier temps, on suppose que les omportements sont linéaires élastiques.
En introduisant les éléments de la disrétisation spatiale dans les équations préédentes
on obtient le système d'équations suivant (voir [8℄ pour les détails) :
M1U¨1 +K1U1 + L
T
1 λ = Fext,1
M2U¨2 +K2U2 + L
T
2 λ = Fext,2 (1.32)
L1U˙1 + L2U˙2 = 0
où Mi, Ki sont les matries de masse et de rigidité du sous domaine i ∈ {1, 2}.
λ est le veteur des multipliateurs de Lagrange et Li les matries booléennes qui sé-
letionnent les noeuds à l'interfae séparant les sous domaines. On remarque que la
ondition de ontinuité des déplaements à l'interfae (1.31) a été remplaée par une
ondition de ontinuité des vitesses dans le système préédent an d'assurer la stabilité
du problème omme on va le voir dans la suite.
On suppose que le sous domaine 1 est intégré ave un miro pas de temps dt et les
paramètres de Newmark γ1 et β1, alors que le sous domaine 2 est intégré ave un maro
pas de temps dT = mdt et les paramètres de Newmark γ2 et β2. m est un entier naturel
appelé le ratio des pas de temps. Le problème des sous domaines préédent peut être
érit sous la forme :
M1U¨
j
1 +K1U
j
1 + L
T
1 λ
j = F jext,1 ∀j ∈ [1, m]
M2U¨
m
2 +K2U
m
2 + L
T
2 λ
m = Fmext,2
L1U˙
j
1 + L2U˙
j
2 = 0 ∀j ∈ [1, m] (1.33)
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On déouple le problème péédent en s'appuyant sur la stratégie "sans liaison/ave
liaison". En eet on peut résoudre le problème suivant trois étapes :
Problème sans liaison :
M˜1U¨
j,sl
1 = F
j
ext,1 −K1Up,j1 (1.34)
M˜2U¨
m,sl
2 = F
m
ext,2 −K2Up,m2 (1.35)
Problème ave liaison :
M˜1U¨
j,al
1 = −LT1 λj (1.36)
M˜2U¨
m,sl
2 = −LT2 λm (1.37)
Condition de liaison :
L1(U˙
j,sl
1 + U˙
j,al
1 ) + L2(U˙
j,sl
2 + U˙
j,al
2 ) = 0 (1.38)
où M˜i les opérateurs dynamiques dénis par :
{
M˜1 = M1 + β1dt
2K1
M˜2 = M2 + β2dT
2K2
(1.39)
et Up,j1 , U
p,m
2 les préditeurs en déplaements :
{
Up,j1 = U
j−1
1 + dt U˙
j−1
1 + (
1
2
− β1) dt2 U¨ j−11
Up,m2 = U
0
2 + dT U˙
0
2 + (
1
2
− β2) dT 2 U¨02
(1.40)
Les déplaements et vitesses ave et sans liaison sont fournis par les relations sui-
vantes :

U j,sl = Up,j + β dt2U¨ j,sl
U j,al = β dt2 U¨ j,al
U˙ j,sl = U˙p,j + γ dt U¨ j,sl
U˙ j,al = γ dt U¨ j,al
(1.41)
Les quantités totales sont obtenues par la sommation des quantités sans liaison et
des quantités ave liaison. On onstate que la ondition de liaison (1.38) fait intervenir
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les vitesses du sous domaine 2 à l'instant j. Il est néessaire, dans e as, de donner
des expressions approximatives de es quantités. Combesure et al [8℄ ont proposé une
interpolation linéaire de la forme :
{
U˙ j,sl2 = (1− jm)U˙0,sl2 + jmU˙m,sl2
U˙ j,al2 = (1− jm)U˙0,al2 + jmU˙m,al2
(1.42)
En onsidérant la relation (1.38), on substitue les vitesses ave liaison du sous do-
maine 2 par la relation (1.42) :
L1U˙
j,al
1 + L2
[(
1− j
m
)
U˙0,al2 +
j
m
U˙m,al2
]
= −L1U˙ j,sl1 − L2U˙ j,sl2 (1.43)
On substitue les vitesses ave liaison par les aélarations obtenues dans (1.41) :
γ1 dt L1U¨
j,al
1 + γ2 dT L2
[(
1− j
m
)
U¨0,al2 +
j
m
U¨m,al2
]
= −L1U˙ j,sl1 − L2U˙ j,sl2 (1.44)
On utilise les relations entre les aélérations ave liaisons et les multipliateurs de
Lagrange, on obtient :
γ1 dt L1M˜
−1
1 L1 λ
j + γ2 dT L2M˜
−1
2 L2
[(
1− j
m
)
λ0 +
j
m
λm
]
= L1U˙
j,sl
1 + L2U˙
j,sl
2 (1.45)
On suppose que les multipliateurs de Lagrange sont interpolés linéairement :
λj =
(
1− j
m
)
λ0 +
j
m
λm (1.46)
On en déduit alors :
Hλj = L1U˙
j,sl
1 + L2U˙
j,sl
2 (1.47)
ave :
H =
[
γ1 dt L1M˜
−1
1 L1 + γ2 dT L2M˜
−1
2 L2
]
(1.48)
On alule d'abord les vitesses sans liaison en utilisant l'équation (1.41), on alule
les multipliateurs de Lagrange à haque instant j de l'éhelle ne à partir de l'équa-
tion (1.47). Ensuite, on alule les quantités ave liaison du sous domaine 1 en utilisant
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l'équation (1.36). Une fois à l'itération j = m on alule λm qui sera utilisé, de même,
pour le alul des quantités ave liaison du sous domaine 2. Cet algorithme peut être
généralisé failement en onsidérant plusieurs sous domaines.
Dans notre travail, on sera amené à utiliser le système suivant :
M1U¨1 +K1U1 + L
T
1 λ = Fext,1
M2U¨2 + C2U˙2 +K2U2 + L
T
2 λ = Fext,2 (1.49)
L1U˙1 + L2U˙2 = 0
où l'équation du sous domaine 2 est modiée en introduisant une matrie d'amortis-
sement C2. La résolution de e système par la méthode GC peut être déduite failement
de l'étude présentée i-dessus. En eet, la résolution du problème omprend les mêmes
étapes ave des légères modiations :
Problème sans liaison :
M˜1U¨
j,sl
1 = F
j
ext,1 −K1Up,j1 (1.50)
M˜2U¨
m,sl
2 = F
m
ext,2 −K2Up,m2 − C2U˙p,m2 (1.51)
Problème ave liaison :
M˜1U¨
j,al
1 = −LT1 λj (1.52)
M˜2U¨
m,sl
2 = −LT2 λm (1.53)
Condition de liaison :
Hλj = −L1U˙ j,sl1 − L2U˙ j,sl2 (1.54)
Dans e as, l'opérateur dynamique du sous domaine 2 a l'expression suivante :
M˜2 = M2 + γ2dTC2 + β2dT
2K2 (1.55)
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1.4.3 Stabilité de la Méthode GC par la méthode énergétique
Dans ette setion, on s'intéresse à l'étude de la stabilité de la méthode GC par la
méthode énergétique en onsidérant un ouplage d'un milieu linéaire de Hooke (sous
domaine 1) et un milieu visqueux aratérisée par la matrie C2. Dans le adre de la
méthode énérgetique de Hughes [35℄ utilisée pour démontrer la stabilité des shémas
temporels hybrides, le bilan énergétique du sous domaine 1 peut se mettre sous la forme
[8℄ :
[
1
2
U¨1A1U¨1 +
1
2
U˙1K1U˙1
]tm
t0
= −
(
γ2 − 1
2
) m∑
j=1
△U¨ j−11 A1△U¨ j−11 +
1
dt
m∑
j=1
(
U˙ j1 − U˙ j−11
)
LT1
(
λj − λj−1)
(1.56)
Ave :
A1 = M1 + dt
(
β1 − γ1
2
)
K1 (1.57)
Un terme d'énergie d'interfae apparaît dans l'équation (1.56) qu'on dénit par :
Einterface1 =
1
dt
m∑
j=1
(
U˙ j1 − U˙ j−11
)
LT1
(
λj − λj−1) (1.58)
De façon identique, le bilan énergétique du sous domaine 2 peut se mettre sous la
forme :
[
1
2
U¨2A2U¨2 +
1
2
U˙2K2U˙2
]tm
t0
= −
(
γ2 − 1
2
)
△U¨2A2△U¨2 −△U˙2C2△U˙2
+
1
dT
(
U˙m2 − U˙02
)
LT2
(
λm − λ0) (1.59)
ave :
A2 = M2 + dT
(
β2 − γ2
2
)
K2 (1.60)
et :
Einterface2 =
1
dT
(
U˙m2 − U˙02
)
LT2
(
λm − λ0) (1.61)
Le bilan énergétique appliqué à tout le problème (sous domaines 1 et 2) s'érit
omme une somme des bilans détaillés préédemment :
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[
1
2
U¨1A1U¨1 +
1
2
U˙1K1U˙1
]tm
t0
+
[
1
2
U¨2A2U¨2 +
1
2
U˙2K2U˙2
]tm
t0
= −
(
γ1 − 1
2
) m∑
j=1
△U¨ j−11 A1△U¨ j−11 −(
γ2 − 1
2
)
△U¨2A2△U¨2 −△U˙2C2△U˙2 + 1
dt
m∑
j=1
(
U˙ j1 − U˙ j−11
)
LT1
(
λj − λj−1)+
1
dT
(
U˙m2 − U˙02
)
LT2
(
λm − λ0) (1.62)
Ave le terme d'interfae qui s'exprime de la façon suivante :
Einterface = Einterface1 + E
interface
2 =
1
dt
m∑
j=1
(
U˙ j1 − U˙ j−11
)
LT1
(
λj − λj−1)+
1
dT
(
U˙m2 − U˙02
)
LT2
(
λm − λ0) (1.63)
An d'assurer une stabilité il sut que :
Einterface ≤ 0 (1.64)
Ce qui revient à dire qu'il sut d'assurer la stabilité de haque sous domaine pour
assurer la stabilité globale du problème. Combesure et al [8℄ ont montré que ette
énergie peut s'érire sous la forme :
Einterface =
1
γ2
(
U˙m,al2 − U˙0,al2
)T
mdt
M˜2
(
U˙m,al2 − U˙0,al2
)
mdt
−
1
γ2
m∑
j=1
(
U˙ j,al2 − U˙ j−1,al2
)T
mdt
M˜2
(
U˙ j,al2 − U˙ j−1,al2
)
mdt
(1.65)
Gravouil a montré que l'expression Einterface est équivalente à une somme de arré
négatifs. Ce qui implique immédiatement une dissipation d'énergie numérique à l'inter-
fae mais aussi la stabilité du problème global. An de prouver que Einterface ≤ 0, nous
proposons une autre version de démonstration plus simple :
En eet, on pose :
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Xj2 =
U˙ j,al2 − U˙ j−1,al2
dt
(1.66)
Et :
f(X) = XTM˜2X (1.67)
On a alors :
Einterface =
1
γ2
f(
1
m
m∑
j=1
Xj2)−
1
mγ2
m∑
j=1
f(Xj2) (1.68)
Comme M˜2 est dénie positive, la fontion f est onvexe e qui implique en utilisant
l'inégalité de Jensen [36℄ :
f(
1
m
m∑
j=1
Xj2) ≤
1
m
m∑
j=1
f(Xj2) (1.69)
D'où le résultat.
1.5 Méthodes des ouhes absorbantes
Considérons un problème de propagation d'ondes dans un domaine non borné sup-
posé être élastique. Le prinipe de base des ouhes absorbantes est de tronquer le
domaine de alul en absorbant les ondes sortantes de e domaine. Ces ouhes sont
attahées aux frontières du domaine d'étude et sont généralement onstruites ave les
mêmes éléments que le reste du modèle. Dans notre travail, on onsidère deux teh-
niques de ouhes absorbantes : les ouhes absorbantes par les matries de Rayeigh
omme les méthodes ALID ("Absoring Layers with Inreasing Damping") ou CALM
("Caughey Absorbing Layer Method") proposées par Rajagopal [16℄ et Semblat [2℄, et
les ouhes parfaitement adaptées ("Perfetly Mathed Layers" ou PML) qui ont la
propriété d'absorber les ondes inidentes sans réexion.
La méthode d'absorption par la matrie de Rayleigh présente l'avantage d'être faile
à implémenter ar on utilise uniquement des pakages disponibles dans la plupart des
odes EF. Cependant, ette méthode a l'inonvénient de ne plus assurer une ontinuité
d'impédane à la frontière générant ainsi quelques réexions à l'interfae. Selon la lit-
térature, on distinguera deux approhes. La première est adoptée par Semblat et al [2℄
sous le nom de CALM dans laquelle un lien a été établi entre la matrie de Rayleigh et
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une loi de omportement visoélastique de type Maxwell [1℄. L'eaité de la méthode
est montrée en utilisant la notion du fateur de qualité. La deuxième approhe onnue
sous le nom d'ALID a été utilisée par Drodz [37℄ et Rajagopal et al [16℄. Une approhe
similaire a été utilisée également par Liu et al [38℄. La vériation de l'eaité de la
méthode ALID repose sur la notion de la matrie globale [39℄ utilisée préalablement
pour le alul des amplitudes dans des milieux stratiés.
Dans la suite, on se limitera aux milieux homogènes linéaires isotropes. On om-
mene par présenter ertains résultats lassiques des problèmes de propagation d'ondes
dans les milieux élastiques en vue de mieux appréhender la suite du travail. Ensuite, on
présentra les méthodes d'amortissement omme ALID ou CALM, puis la méthode PML.
1.5.1 Propagation d'ondes dans les milieux élastiques
On onsidère à nouveau le problème d'élastiité linéaire de la setion 1.1 dans un
milieu bidimensionnel :

ρ ∂2t ui =
∑2
j=1
∂
∂xj
σij(x, t) + fi(x, t)
σij =
Eν
(1+ν)(1−2ν)
δij
∑2
k=1 εkk +
E
1+ν
εij
εij =
1
2
( ∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
(1.70)
On peut formuler le problème en utilisant uniquement le déplaement. Le déplae-
ment vérie alors l'équation suivante [40℄ :
(λ+ µ) [∇ (∇.u)] + µ△u = ρ∂
2u
∂t2
− f (1.71)
ave λ et µ les oeients de Lamé orrespondants au module de Young E et
au oeient de Poisson ν. Selon le théorème de déomposition de Helmholtz [41℄ le
hamp de veteur u peut être déomposé en une somme du gradient d'un salaire φ et
le rotationel d'un veteur potentiel ψ :
u = ∇ (φ) +∇∧ ψ (1.72)
à laquelle on ajoute la ondition suivante :
∇.ψ = 0 (1.73)
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En remplaçant le veteur déplaement dans l'équation d'équilibre (1.71) par l'équa-
tion (1.72) et en tenant ompte de la ondition (1.73), on obtient un système d'équations
déouplées :
{ △φ = 1
V 2p
∂2φ
∂t2
− F
△ψ = 1
V 2s
∂2ψ
∂t2
−G
(1.74)
ave les notations :
Vp =
√
λ+ 2µ
ρ
(1.75)
Vs =
√
µ
ρ
(1.76)
et :
f = (λ+ 2µ)∇F + µ∇∧G (1.77)
Si on suppose que le milieu est inni dans toutes les diretions, le système (1.74)
met en évidene une atégorie d'ondes nommée ondes de volume qu'on subdivise en
deux types :
 onde de ompression ou onde P se propageant ave la vitesse Vp.
 onde de isaillement ou onde S se propageant ave la vitesse Vs.
La omparaison des expressions des deux vitesses montre que les ondes P se pro-
pagent plus vite que les ondes S. La polarisation de es ondes est illustrée sur la Figure
1.3. Les ondes de ompression sont polarisées selon la diretion de propagation alors que
les ondes de isaillement sont polarisées dans le plan perpendiulaire à la diretion de
propagation. Pour es dernières, on peut distinguer deux types d'ondes de isaillement
ayant la vitesse VS omme l'indique la Figure 1.4 :
 Ondes SV dont le déplaement se situe dans le plan vertial
 Ondes SH dont le déplaement se situe dans le plan horizontal
On onsidère un milieu semi inni dans le plan x-z ave une surfae libre. On sup-
pose qu'un hamp d'ondes planes se propagent dans le plan x-z (ondes P et SV ). On
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peut érire les potentiels φ et ψ sous la forme :
φ = A exp (az) exp
[
iω
VR
(x− VRt)
]
(1.78)
ψ = B exp (bz) exp
[
iω
VR
(x− VRt)
]
(1.79)
Figure 1.3  Polarisation des ondes P et ondes S
SV Wave
SH Wave
diretion of propagation
Figure 1.4  Polarisation des ondes SH et SV
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où VR est la vitesse de l'onde de surfae, ω est la pulsation de l'onde et a, b sont des
onstantes positives. Si on note β2 = µ
λ+2µ
et χR =
VR
V s
, on peut montrer que la vitesse
VR vérie l'équation suivante [40℄ :
χ6R − 8χ4R +
(
24− 16β2)χ2R + 16 (β2 − 1) = 0 (1.80)
On peut, en outre, montrer que 0 < VR < Vs [42℄. Ce type d'ondes de surfae est
nommé ondes de Rayleigh du nom du Lord Rayleigh qui a été le prmier à les mettre
en évidene, et suivent, omme l'indique la Figure 1.5, des ellipses dans le plan x-z.
On note également que l'amplitude de es ondes déroit exponentiellement en fontion
de la profondeur. On renvoit le leteur au livre de Semblat et Peker [40℄ pour les
détails analytiques sur les problèmes de propagation de e type d'ondes dans les milieux
élastiques.
Figure 1.5  Polarisation des ondes de Rayleigh
1.5.2 Méthode d'amortissement par la matrie de Rayleigh
Approhe CALM
La matrie de Rayleigh est une méthode très lassique qui permet de onstruire des
matries d'amortissement pour les problèmes en dynamique transitoire [17℄. L'idée de
l'exploiter pour onstruire des ouhes absorbantes n'est pas aussi évidente puisqu'on a
besoin des méthodes qui permettent de quantier le potentiel d'atténuation en fontion
des paramètres de la matrie. Semblat [1℄ a donné une interprétation rhéologique de
l'amortissement de Rayleigh en faisant le lien ave le modèle visoélastique de Maxwell.
Cette desription physique est eae pour dérire le proessus d'atténuation en e
36
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
qui onerne la dépendene vis-à-vis de la fréquene des ondes. Dans le travail de Sem-
blat, la stratégie est onnue sous le nom de CALM (Caughey Absorbing Layer Method).
La matrie de Rayleigh onstitue un as partiulier de la formule de Caughey et
s'exprime omme une ombinaison linéaire de la matrie de masse et de la matrie de
rigidité :
C = aM + bK (1.81)
où M et K sont les matries de masse et de rigidité du modèle. L'avantage de
l'utilisation de ette matrie est qu'elle est simple à onstruire dans la plupart des
odes EF. Les oeients a et b sont reliés au fateur d'amortissement ξ par la relation
suivante :
2ξ =
a
ω
+ bω (1.82)
où ω est la pulsation.
Figure 1.6  Comparaison entre les résultats numériques (amortissement de Rayleigh)
et les résultats analytiques (modèle de Maxwell) (Semblat [1℄)
Semblat a montré par des tests numériques (Figure 1.6) que l'amortissement de
Rayleigh est équivalent au modèle de Maxwell généralisé pour des valeurs modérées de
ξ (ξ < 20%). Autrement dit, il a montré que :
Q−1 ≈ 2ξ (1.83)
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ave Q le fateur de qualité ommunément utilisé par les sismologues et déni pour
un modèle visoélastique ayant un module d'élastiité omplexe M = MR + iMI par :
Q =
MI
MR
(1.84)
Figure 1.7  Modèle de Maxwell généralisé et la ourbe d'atténuation orrespondante
( Semblat et al [2℄)
En faisant la orrespondane entre l'expression de l'atténuation du modèle de Max-
well donnée par Q−1GM =
E(ζ1+ζ2)
ζ21
1
ω
+ ζ2
E
ω, où ζ1, ζ2 et E les paramètres du modèle
(Figure 1.7), et l'équation (1.82), les oeients de Rayleigh sont reliés aux paramètres
rhéologiques du modèle par :
{
a = E(ζ1+ζ2)
ζ21
b = ζ2
E
(1.85)
An d'étudier l'eaité de e type de ouhes, Semblat hoisit les paramètres a
et b de telle façon que l'atténuation soit la plus défavorable possible. Autrement dit,
il fait oïnider la fréquene de l'onde inidente ave fmin (Figure 1.7) qui orrespond
à la valeur minimale de l'atténuation Q−1. En étudiant une série de as 1D et 2D
ave une multitude de hoix relatifs au type de la ouhe (homogène, hétérogène ave
amortissement augmentant progressivement), les résultats sont enourageantes omme
le montre l'exemple de la Figure 1.8 qui illustre les isovaleurs de déplaements pour
un problème de propagation d'ondes en 2D dû à un hargement à la surfae du sol.
On onstate que les faibles valeurs de l'amplitude des ondes réehies a été enregistré
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pour les as où l'amortissement augmente progressivement selon des fontions linéaires,
quadratiques ou en raines arré.
Figure 1.8  Comparaison de l'amplitude relative maximale pour diérents types de
ouhes absorbantes pour un problème de propagation d'ondes dans un sol semi-inni
dû à un hargement à la surfae du sol (Semblat et al [2℄)
Approhe ALID
Par rapport aux fondements, il n'y a auune diérene entre la méthode ALID [16℄ et
la méthode CALM présentée i-dessus : les ouhes absorbantes ALID sont onstruites
à partir des matries de Rayleigh ave un amortissement augmentant progressivement
dans une ouhe divisée en plusieurs sous ouhes e qui orrespond à la version CALM
hétérogène. La diérene se situe au niveau de la quantiation du potentiel de l'atté-
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nuation de la ouhe.
Avant de présenter la méthode en détail, on ommene par érire l'équation d'équi-
libre dans le domaine fréquentiel en supposant une onde harmonique :
−ω2Mu − iω Cu+Ku = F (1.86)
Ave C la matrie dénie dans l'équation (1.81), on peut érire l'équation préédente
autrement :
−ω2
(
1 + i
a
ω
)
Mu+ (1− iωb)Ku = F (1.87)
On dénit la densité omplexe ρALID et la rigidité omplexe EALID par :
ρALID = ρ
(
1 + i
a
ω
)
EALID = E (1− iωb) (1.88)
De façon similaire, on dénit le nombre d'onde omplexe :
k = kR + ikI =
√
EALID
ρALID
(1.89)
Le nombre d'onde omplexe k est divisé en une partie imaginaire responsable de
l'atténuation et une partie réelle variable en fontion de l'amortissement et des pro-
priétés méaniques du milieu d'étude, réant ainsi une disontinuité de l'impédane à
l'interfae. An de minimiser les réexions dues à e ontraste d'impédane, l'amortis-
sement est augmenté progressivement selon la diretion de propagation en hoisissant
les oeients a et b de la forme :
a = CM(x) = CMmaxX(x
p) (1.90)
b = CK(x) = CKmaxX(x
p) (1.91)
ave CMmax et CKmax des onstantes positives et X une fontion puisssane d'ordre
p qui varie entre 0 à l'interfae et 1 à la n de la ouhe ALID. On suppose dans e as
que la propagation est dans la diretion des x.
Pour des raisons liées au temps de alul, lorsqu'on adopte une intégration tempo-
relle par un shéma expliite, on hoisit une matrie d'amortissement proportionnelle
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à la matrie de masse. Rajagopal et al. [16℄ ont suivi la même démarhe en annulant
le terme CKmax alors que CM varie graduellement en la supposant onstante en haque
sous ouhe d'épaisseur égale à la taille de l'élément de maillage [16℄
L'estimation du oeient de réexion pour la méthode ALID repose sur la mé-
thode de la matrie globale. On résume dans la suite les prinipes de ette méthode.
Pour ela, on onsidère une ouhe absorbante ALID divisée en plusieurs sous ouhes
...n − 1, n, n + 1... omme illustré sur la Figure 1.9. Si on se positionne dans une sous
ouhe n, on assiste à une propagation d'ondes dans la diretion positive pos et dans la
diretion négative neg par rapport à la diretion x. Le mouvement peut être dérit par
la déomposition de Helmholtz dérite dans la setion (1.5.1) en utilisant les salaire φ
et le potentiel ψ.
Pour la sous ouhe n dans la ouhe absorbante, les déplaements et les ontraintes à
l'interfae avant f ou "front fae" (elle que les ondes inidentes atteignent la première)
peuvent s'érire sous la forme :[
uf(n)
σf(n)
]
= Mf(n)
[
Pos(n)
Neg(n)
]
(1.92)
Ave :
[
uf(n)
σf(n)
]
=

ufx(n)
ufy(n)
σfxx(n)
σfxy(n)
 (1.93)
[
Pos(n)
Neg(n)
]
=

φpos(n)
ψpos(n)
φneg(n)
ψneg(n)
 (1.94)
φpos(n) et ψpos(n) orrespondent aux ondes qui se propagent dans le sens positif alors
que φneg(n) et ψneg(n) orrespondent aux ondes qui se propagent dans le sens négatif.
Mf(n) est une matrie arrée de taille 4 × 4 qui peut être obtenue failement par la
relation (1.72) en onsidérant uniquement les ondes harmoniques (Voir [16℄). De même,
les déplaements et les ontraintes à l'interfae arrière ou "bak fae" s'érivent :[
ub(n)
σb(n)
]
= Mb(n)
[
Pos(n)
Neg(n)
]
(1.95)
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Si on suppose que les ontraintes à l'interfae arrière de la dernière sous ouhe sont
nulles (interfae libre), on peut érire es onditions sous la forme :
Lb(last)
[
Pos(last)
Neg(last)
]
= 0 (1.96)
où Lb(last) est une matrie de taille 2×4 omposée des lignes 3 et 4 de la matrieMb(n) .
On note Mbpos(1) et M
b
neg(1) les matries omposées respetivement des deux pre-
mières et des deux dernières olonnes de Mb(1). En onsidérant la ontinuité des dépla-
ements et des ontraintes aux diérentes interfaes, les veteurs
[
Pos(n)
Neg(n)
]
vérient
le système suivant :

Mb
neg(1) −Mf(2) 0 ... 0
0 Mb(2) −Mf(3) ... 0
... ... ... ... 0
0 0 0 Mb(last−1) −Mf(last)
0 0 0 0 Lb(last)


[
Neg(1)
][
Pos(2)
Neg(2)
]
...[
Pos(last−1)
Neg(last−1)
]
[
Pos(last)
Neg(last)
]

=

−Mb
pos(1)Pos(1)
0
...
0
0

(1.97)
Pos(1) et Neg(1) orrespondent respetivement aux ondes inidentes et aux ondes
rééhies du milieu d'étude. Connaissant les valeurs Pos(1), on peut aluler les va-
leurs Neg(1) en résolvant le système (1.97) et déduire par onséquent le oeient de
réexion qui pourra servir au dimensionnement des ouhes ALID.
Cependant, on onstate que le oeient obtenu exige une onnaissane préalable
de l'épaisseur de la ouhe et demande, en outre, la résolution d'un système linéaire
qui devient plus important ave le nombre de sous ouhes. Dans le hapitre 2, nous
proposons une autre alternative plus simple pour dimensionner les ouhes ALID qu'on
nommera ALID modiée. La diérene sera au niveau du hoix des propriétés méa-
niques (module de Young et oeient de Poisson) qui ne seront plus homogènes omme
dans le as de la méthode ALID et doivent respeter ertaines onditions qui minimisent
les réexions entre les interfaes. Dans e as, on herhera à dénir l'épaisseur de la
ouhe selon un indiateur ible qui estime l'atténuation de l'onde.
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n− 1 n n+ 1
Pos(n)
Neg(n)
x
bf
Figure 1.9  Onde se propageant dans la diretion positive ou la diretion négative
par rapport à la diretion x, f pour l'interfae avant ("front fae") et b pour l'interfae
arrière ("bak fae")
1.5.3 Couhes absorbantes parfaitement adaptées
Présentation Générale
A l'origine, la méthode PML ("Perfetly Mathed Layers") a été développée pour les
équations de Maxwell (travaux de Bérenger [43℄) et grâe à son suès elle est devenue
l'une des méthodes les plus utilisées dans la simulation des problémes de propagation
d'ondes élétromagnétiques dans les milieux non-bornés. Cette idée a été adaptée en-
suite aux équations de l'élastodynamique en utilisant diérentes approhes et diérentes
éritures mathématiques. Les premiers développements dans e sens reviennent à Has-
tings et al . [44℄ qui ont adopté une formulation en termes de potentiels de ompression
et de isaillement. Dans la même période, Chew et al . [15℄ proposent une nouvelle
formulation en ontrainte-vitesse pour les milieux linéaires isotropes, étendue ensuite
aux milieux hétérogénes anisotropes par Collino et al . [45℄. Wang et al. [46℄ ont pro-
posé une nouvelle ériture de la PML, nommée C-PML, en introduisant des termes
de la onvolution, développée dans un premier temps pour la méthode des diérenes
nies, puis pour la méthode des éléments nis par Matzen [47℄. On peut iter également
une autre formulation, nommée M-PML, de Meza-Fajarado et al. [48℄ onsidérée omme
une généralisation de la PML en introduisant l'amortissement dans plusieurs diretions.
Généralement, on peut lasser toutes les formulations selon deux approhes de
onstrution. La première approhe onsiste à modier le problème érit sous une
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forme hyperbolique en déomposant les hamps de déplaements et de ontraintes
(split − field). Le aratère dissipatif du milieu est ensuite introduit par des termes
d'absorption ([15℄, [45℄). La seonde approhe, onsiste à modier les équations de l'élas-
todynamique érites selon une formulation du premier ordre ou seond ordre ([18℄, [19℄)
en remplaçant les oordonnées réelles par des oordonnées omplexes sans proéder à
auune déomposition des hamps (unsplit− field). Dans la suite, on s'intéresse à une
formulation de type unsplit − field développée par Basu et al . ([18℄, [19℄), adaptée à
la méthode des éléments nis.
Dans [19℄[20℄, Basu propose une formulation temporelle de la PML en introduisant
dans les équations lassiques de l'élastodynamique érites dans le domaine fréquentiel
des fontions de transformations omplexes λi . En eet, l'idée est de remplaer dans
les équations du mouvement (1.70) les oordonnées xi par de nouvelles oordonnées
omplexes xi → x˜i : R→ C tel que :
∂x˜i
∂xi
= λi(xi) = 1 + f
e
i (xi)− i
f pi (xi)
ks
(1.98)
ave ks =
ω
cs
(cs étant la vitesse des ondes S) et f
e
i , f
p
i sont des fontions positives
dépendant uniquement de xi s'annulant au bord du domaine physique. Le rle des
fontions f ei et f
p
i est d'amortir respetivement les modes propagatifs et les modes
evanesents dans la diretion des xi. La dépendane de x˜i par rapport à la fréquene
angulaire ω est ajoutée an que la partie imaginaire du nombre d'onde soit indépendante
de elle-i.
Comme le hangement de oordonnées dépend de la fréquene, il est bien naturel
que la modiation des équations ommene au niveau de la formulation fréquentielle
du probléme original. La formulation temporelle est obtenue par la transformée inverse
de Fourier. En remplaçant les aniennes oordonnées xi par les nouvelles x˜i, on obtient
dans le domaine fréquentiel :
Σj
1
λj(xj)
∂σij
∂xj
= −ω2ρuj
σij = Σk,lCijklεij (1.99)
εij =
1
2
[
1
λj(xj)
∂ui
∂xj
+
1
λi(xi)
∂uj
∂xi
]
En appliquant la transformée de Fourier inverse au système (1.99), la formulation
dans le domaine temporel est donnée par :
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∇.(σ
=
F˜ e + Σ
=
F˜ p) = ρfmu¨+ ρcsfcu˙+ µfku
σ
=
= C : ε
=
(1.100)
F eT ǫ˙
=
F e + F pT ε
=
F e + F eT ε
=
F p + F pTE
=
F p =
1
2
((∇u˙)T F e + F eT ∇u˙)+ 1
2
((∇u)T F p + F pT ∇u)
ave :
F e =
[
1 + f e1 (x1) 0
0 1 + f e2 (x2)
]
, F p =
[
csf
p
1 (x1) 0
0 csf
p
2 (x2)
]
F˜ e =
[
1 + f e2 (x2) 0
0 1 + f e1 (x1)
]
, F˜ p =
[
csf
p
2 (x2) 0
0 csf
p
1 (x1)
]
(1.101)
et :
fm : = (1 + f
e
1 (x1)) (1 + f
e
2 (x2))
fc : = (1 + f
e
1 (x1)) f
p
2 (x2) + (1 + f
e
2 (x2)) f
p
1 (x1) (1.102)
fk : = f
p
1 (x1) f
p
2 (x2)
Les tenseurs Σ
=
et E
=
sont donnés par :
Σ
=
=
∫ t
0
σ
=
dt E
=
=
∫ t
0
ε
=
dt (1.103)
Généralement les fontions d'amortissements f ei , f
p
i sont des fontions polynmiales
de la forme suivante :
fαi = aα
(
xi − x0
d
)n
α = e, p x0 ≤ xi ≤ x0 + d (1.104)
ave d l'épaisseur de la ouhe PML et aα une onstante qui dépendra du hoix du
oeient de réetion R.
Dans le as où l'inidene est oblique ave un angle θ sur une PML d'épaisseur d
(Figure 1.10), on suppose une onde inidente de type P . Les oeients de réexions
des ondes P et S transmises s'érivent sous la forme [18℄ :
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Rp =
cos (θ + θs)
cos (θ − θs) exp
[
−2cs
cp
F1 (d) cos (θ)
]
Ondes P (1.105)
Rs =
sin (2θ)
cos (θ − θs) exp
[
−F1 (d)
(
cs
cp
cos (θ) + cos (θs)
)]
Ondes S (1.106)
ave F1(x1) =
∫ x1
0
f p1 (ξ) dξ et sin (θs) =
cs
cp
sin (θ).
En raisonnant sur une inidene normale et en utilisant les fontions dénies dans
l'équation (1.104), aα est donné en fontion du oeient de réexion Rp, relatif aux
ondes P, par [19℄ :
aα =
cp
cs
(n+ 1)
2d
ln(
1
Rp
) (1.107)
PML
θ
inident wave
Reeted wave
x1
Figure 1.10  Inidene oblique sur une PML
Un mot sur la stabilité
En utilisant la tehnique des PMLs, des instabilités, traduites par une roissane
exponentielle de la solution numérique, ont été observées pour ertaines expérienes
46
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
numériques. Ce probléme a motivé les auteurs à repenser la question de la stabilité et le
aratére bien posé des équations de la PML. Au début, une analyse mathématique de
la stabilité a été établie pour les équations de Maxwell [49℄, en étudiant la perturbation
d'un probléme de Cauhy. Dans le as des équations de l'élastodynamique, Béahe
et al . [50℄ ont établi, en partant d'une analyse de la relation de dispersion de la PML,
une ondition néessaire de stabilité au sens de Kreiss sous l'hypothèse des hautes fré-
quenes. Cette dernière analyse a abouti à la onlusion que les PMLs dans les milieux
linéaires isotropes sont, a priori, stables à la diérene des milieux linéaires anisotropes
qui peuvent manifester des instabilités dans ertains as. Meza-Fajardo et al ., quant
à eux, ont réalisé une étude asymptotique de la M-PML et ont montré que e modèle
est plus stable qu'une PML lassique [48℄. Cependant, Duru et al . ont ontredit ette
armation dans [51℄, après qu'ils ont onstaté des instabilités dans ertains as uti-
lisant la M-PML. Finalement, des réents progrès ont été réalisés au niveau la PML
ave d'autres types de oordonnées omplexes [51℄, le prinipe de l'analyse étant assez
similaire à elui de [50℄.
La disrétisation spatio-temporelle
La littérature onernant les méthodes de résolution numérique des équations de la
PML est assez abondante. Historiquement, la première formulation en vitesse-ontrainte
(split− field) pour les milieux isotropes a été implémentée en diérenes nies [15℄, de
même que la version étendue aux milieux anisotropes [45℄. En 2001, Béahe propose,
pour la même formulation, une résolution par la méthode des éléments nis mixtes
[52℄. D'autres avanées sur es fomulations ont été présentées dans [53℄ [54℄ en utilisant
la méthode des éléments spetraux. La formulation sans déomposition des hamps
(unsplit − field) initialement introduite par Basu et al. [46℄ a été implémenté en uti-
lisant la méthode des diérenes nis. D'autres formulations du même type ont été
implémentées par la méthode des éléments nis lassique [19℄ ou enore par la méthode
des éléments mixtes [55℄.
Dans notre travail, on s'intéresse à la disrétisation spatio-temporelle proposée par
Basu [19℄ pour sa formulation disutée dans la setion 1.5.3. La semi disrétisation en
espae est obtenue par la méthode des éléments nis alors que la disrétisation tempo-
relle est eetuée en utilisant les shémas lassiques de Newmark et des approximations
au 1er ordre de ertains hamps du probléme. Cette maniére de résolution présente,
malgré sa omplexité [55℄, l'avantage d'être adaptée aux méthodes de ouplage des
shémas temporels.
Dans la suite, la desription de la méthode sera dèle à elle détaillée dans les
référenes [19℄[20℄. Pour ommener, notons v le veteur test appartenant à un espae
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vetoriel approprié et u la solution faible du systéme (1.100). Le probléme variationnel
s'érit alors :
∫
Ω
ρfm v.u¨ dΩ+
∫
Ω
ρ csfcv.u˙ dΩ+
∫
Ω
µ fkv.u˙ dΩ+
∫
Ω
ε˜
=
e : σ
=
dΩ +
∫
Ω
ε˜
=
p : Σ
=
dΩ =∫
Γ
ω.(σ
=
F˜ e + Σ
=
F˜ p).n dΓ (1.108)
ave Γ = ∂Ω la frontière du domaine Ω, et n le veteur unité normal à Γ. ε˜
=
e
et ε˜
=
p
sont données par :
ε˜
=
e =
1
2
(gradv F˜ e + F˜ eT (gradv)T ) ε˜
=
p =
1
2
(gradv F˜ p + F˜ pT (gradv)T ) (1.109)
Les matries de masse, d'amortissement et de rigidité sont données par :
mIJ =
∫
Ω
ρfmNINJdΩId cIJ =
∫
Ω
ρfccsNINJdΩId kIJ =
∫
Ω
µfkNINJdΩId (1.110)
A partir de l'équation (1.108), on dénit le veteur de fore interne pen+1 par :
pen+1 =
∫
Ωe
B˜eT σˆn+1 +
∫
Ωe
B˜pT Σˆn+1 (1.111)
Ave B˜e et B˜p désignant des matries de taille 3 × 2 qui dépendent des fontions
de forme et des fontions d'amortissement. Elles sont données sous la forme de sous
matries relatives au noeud I i-dessous :
B˜eI =
 N˜ eI1 .. N˜ eI2
N˜ eI2 N˜
e
I1
 B˜pI =
 N˜pI1 .. N˜pI2
N˜pI2 N˜
p
I1

(1.112)
ave :
N˜ eIi = F˜
e
ijNI,j et N˜
p
Ii = F˜
p
ijNI,j (1.113)
La notation de Voigt est adoptée pour les hamps σˆ =
 σ11σ22
σ12

et Σˆ =
 Σ11Σ22
Σ12

.
On suppose qu'ils sont reliés par :
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Σˆn+1 = Σˆn + dt σˆn+1 (1.114)
Il en résulte :
pen+1 =
∫
Ωe
B˜T σˆn+1 +
∫
Ωe
B˜pT Σˆn (1.115)
ave :
B˜T = B˜eT + dt B˜pT (1.116)
La onnaissane de σˆn+1 dépend de εˆn+1 obtenue en disrétisant la 3
me
équation du
système (1.100) et en supposant que ε˙(tn+1) =
εn+1−εn
dt
et E(tn+1) = En + dt εn :
εˆn+1 =
1
dt
[
Bεvn+1 +B
Qun+1 +
1
dt
Fˆ εεˆn − FˆQEˆn
]
(1.117)
Bε, BQ, Fˆ ε et FˆQ sont des matries qui dépendent également des fontions de
formes et des fontions d'amortissement (voir annexe A). Le veteur pen+1 est désormais
fontion des veteurs vn+1 et un+1 et des quantités à l'instant tn = ndt. On peut érire
l'équation nale à l'instant n+ 1 sous la forme :
Man+1 + (C + C˜)vn+1 + (K + K˜)un+1 + P (εn, En,Σn) = Fext (1.118)
P étant un opérateur dépendant des quantités à l'instant n. Les matries globales
C˜, K˜ sont onstruites à partir des matries élémentaires suivantes :
c˜e =
1
dt
∫
Ωe
B˜TDBε k˜e =
1
dt
∫
Ωe
B˜TDBQ (1.119)
Finalement, la matrie de omportement D est donnée par :
D =
 κ+ 43µ κ− 23µ .κ− 2
3
µ κ+ 4
3
µ .
. . µ

(1.120)
où µ est le module de isaillement et κ le module d'élastiité isostatique. La dernière
étape onsiste à utiliser les shémas de Newmark [7℄ et résoudre le probléme en une des
quantités inématiques : déplaement, vitesse ou aélération.
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1.6 Bilan
Ce hapitre onsiste à avoir un aperçu de diérents aspets relatifs à la simulation
de le propagation des ondes dans des milieux innis. Premièrement, on a présenté le
problème de la dynamique, pour un milieu élastique linaire aratérisé par une loi de
Hooke, sous la forme disrétisée en espae et en temps. Puis, on a dérit les grandes
lignes de la méthode GC pour le ouplage des shémas temporels hétérogènes issus de
la famille de Newmark. L'algorithme a été présenté d'une part pour un problème de
ouplage entre deux domaines linéaires de Hooke et d'autre part pour un problème
de ouplage entre un milieu linéaire de Hooke et un milieu visqueux aratérisé par
une matrie de Rayleigh. La stabilité de la méthode a été également démontrée par
la méthode énergétique en faisant apparaître un terme négatif lié à l'interfae. Il en
ressort que la stabilité du problème global est onditionné par la stabilité de haque
sous domaine.
Enn e hapitre s'est intéressé à la présentation de deux stratégies de ouhes ab-
sorbantes utilisées dans les problèmes de propagation d'ondes dans les milieux innis.
Le premier type de ouhes, utilisé sous le nom ALID ou CALM, est onstruit à partir
de la matrie de Rayleigh en introduisant des paramètres d'amortissement homogènes
ou hétérogènes dans le domaine absorbant. L'avantage de ette tehnique se situe au
niveau de la simpliité de sa programmation, la rendant ainsi utilisable dans la majorité
des odes éléments nis. Le deuxième type de ouhes absorbantes, plus ompliqué à
programmer, est onnu sous le nom des ouhes parfaitement adaptées ou PML. Cette
tehnique présente l'avantage d'assurer une ontinuité des propriétés aux interfae sans
générer de réexions parasites et d'avoir un dimensionnement du domaine indépendant
du domaine fréquentiel de l'onde inidente.
Il ressort de ette étude bibliographique qu'il est intéressant d'exploiter les nouvelles
tehniques de ouplage de shémas temporels par des problèmes de propagation d'ondes
dans les milieux innis. Les ouhes absorbantes onsidérées omme un sous domaine
à part, intégré ave un shéma inonditionnellement stable et un maro pas de temps
au lieu d'adopter un shéma onditionnellement stable pour l'ensemble du problème.
Avant d'atteindre e but, une analyse plus rigoureuse de l'amortissement de Rayleigh
sera abordée dans le hapitre suivant qui nous permettra de dimensionner de façon plus
simple le domaine absorbant à partir d'une atténuation ible.
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Chapitre 2
Amortissement de Rayleigh
C'est ainsi que je suis devenu un adepte fanatique
de la méthode de la "simpliité logique".
Albert Einstein
Dans e hapitre, on se propose d'étudier analytiquement l'amortissement de Ray-
leigh en faisant le lien, à partir d'une formulation forte, ave des modèles visoélastiques
lassiques, notamment le modèle lassique de Kelvin-Voigt. Cette partie sera suivie par
une étude mathématique des problèmes de propagation d'ondes en 1D en onsidérant
premièrement un problème de propagation d'onde dans le milieu absorbant puis dans un
milieu omposé par un domaine élastique linéaire de Hooke et un domaine absorbant.
Cette étude va nous permettre d'une part d'établir des onditions de minimisation des
réexions à l'interfae entre le milieu d'étude et le milieu absorbant et d'autre part de
dimensionner le domaine absorbant qui sera omposé d'une ou plusieurs ouhes. En
dernier lieu, on abordera la partie numérique dont l'objetif est de valider ertains résul-
tats de la partie analytique en faisant des omparaisons entre les résultats numériques
par la méthode des élements nis et les résultats exats issus de la théorie.
2.1 Amortissement de Rayleigh : adre général
2.1.1 Formulation forte
On onsidère un domaine borné Ω dont le déplaement est gouverné par l'équation
suivante :
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ρ ∂2t u+ a ρ ∂tu = div(σ
=
(u)) (2.1)
σ
=
= λ tr(ǫ
=
(u)) + 2µǫ
=
(u) + b (λ tr(ǫ
=
(∂tu)) + 2µ ǫ
=
(∂tu)) (2.2)
ave a, b, λ, µ des réels positifs.
L'équation (2.2) dénit le omportement d'un matériau visqueux de type Kelvin-
Voigt, b étant une aratéristique du temps. Un amortissement proportionnel à la vi-
tesse, aratérisé par le oeient aρ, est également ajouté dans l'équation (2.1). Les
paramètres λ, µ sont les oeients de Lamé. On note E et ν le module de Young et
le oeient de Poisson du modèle dérit i-dessus. Le but dans la suite est de mettre
en évidene le lien entre les relations (2.1) et (2.2) ave la matrie de Rayleigh.
Les onditions aux limites sont hoisies omme suit :
σ
=
.n = g sur ∂Ωn u = 0 sur ∂Ωd (2.3)
ave
∂Ωn ∪ ∂Ωd = ∂Ω \ Γ ∂Ωn ∩ ∂Ωd = ⊘ (2.4)
Les onditions initiales sont données i-dessous :
u(x ∈ Ω, t = 0) = u0 ∂tu(x ∈ Ω, t = 0) = v0 (2.5)
Remarque :
On peut érire la formulation en utilisant uniquement le hamp de dépalement u.
Comme dans le as des équations de l'élastodynamique, on substitue l'équation (2.2)
dans l'équation (2.1) et on obtient la forme forte suivante :
ρ∂2t u+ aρ∂tu− µ△u− (λ+ µ)∇(∇.u))− bµ△∂tu− b(λ + µ)∇(∇.∂tu)) = 0 (2.6)
2.1.2 Approximation par les éléments nis
On suppose que u ∈ C2
[
(0, T ) , (H2(Ω))
d
]
ave T l'instant nal. On applique la
formule de Green pour haque fontion test v appartenant à un espae H1(Ω) :
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∫
Ω
div(σ
=
)v2 dΩ = −
∫
Ω
σ : ∇v dΩ+
∫
∂Ω
(σ
=
.n)v ds (2.7)
La formulation faible liée au problème onstitué par les équations (2.1) et (2.2) est
donnée par :
∫
Ω
ρ∂2t u vdΩ+
∫
Ω
σ
=
: ǫ
=
(v)dΩ+a
∫
Ω
ρ∂tuvdΩ =
∫
∂Ω
(σ
=
.n)vdΓ ∀v ∈ (H1(Ω))d (2.8)
La ondition de Dirihlet (2.3) est équivalente à :
∫
∂Ωd
γ0u p = 0 ∀p ∈
(
H−
1
2 (∂Ωd)
)d
(2.9)
ave γ0 l'opérateur trae ou la restrition de u sur ∂Ω.
On peut enore érire la relation 2.8 sous la forme :
∫
Ω
ρ ∂2t u v dΩ+
∫
Ω
σ
=
: ǫ
=
(v) dΩ + a
∫
Ω
ρ ∂tu v dΩ =
∫
∂Ωn
gγ0v dΓ +
∫
∂Ωd
λγ0v dΓ (2.10)
ave λ un veteur jouant le rle du multipliateur de Lagrange lié à la ondition de
Dirihlet.
Dans le as où g = 0 et v = ∂tu, la relation (2.10) implique :
d
dt
[
1
2
∫
Ω
ρ(∂tu)
2dΩ +
1
2
∫
Ω
ǫ
=
(u) : C : ǫ
=
(u)dΩ
]
= −a
∫
Ω
ρ(∂tu)
2dΩ−b
∫
Ω
ǫ
=
(∂tu) : C : ǫ
=
(∂tu) dΩ ≤ 0
(2.11)
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On dénit l'énergie E(t) par :
E(t) =
1
2
∫
Ω
ρ(∂tu)
2dΩ+
1
2
∫
Ω
ǫ
=
(u) : C : ǫ
=
(u) dΩ (2.12)
On en déduit que E(t) est déroissante et reste stable au ours de temps : E(t) <
+∞.
Comme dans le as des équations de l'élastodynamique, la disrétisation des rela-
tions i-dessus par la méthode des éléments nis néessite l'approximation des diérents
hamps. Soit uh et λˆ les veteurs approximant le hamp de déplaement u et le multi-
pliateur de Lagrange λ. On peut érire ueh = N
eUe et veh = N
eV e ave N e la matrie
des fontions de forme. En substituant les diérentes expressions dans la formulation
faible (2.10), on obtient :
MU¨ +KU + (a M + b K)U˙ = −LT λˆ (2.13)
La ondition de Dirihlet s'exprime alors :
LU = 0 (2.14)
On remarque que la formulationmatriielle (2.13) fait apparaître une matrie d'amor-
tissement qui est la matrie de Rayleigh C = a M + b K. L'objetif dans la suite est
d'exploiter la formulation forte (2.6) ou l'équation loale (2.1) an de dérire au mieux
le omportement de l'onde dans e milieu dissipatif. L'analyse sera menée en utilisant
des ondes planes harmoniques et non harmoniques. On en déduira ertaines onditions
pour une dissipation optimale de l'énergie inidente et une réexion minimale des ondes
inidentes à l'interfae.
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2.2 Problème de propagation d'ondes dans le milieu
de Rayleigh et à l'interfae
2.2.1 Propagation d'onde dans le milieu de Rayleigh : Cas 1D
Dans ette setion, on étudie le problème de propagation d'onde dans le milieu de
Rayleigh dans le as 1D. On suppose que le milieu est inni (Figure 2.1) et que l'onde
se propage dans la diretion ex.
∞
Direction of propagation 
The damping domain 2 by the Rayleigh matrix 
Figure 2.1  Problème de propagation d'onde en 1D
Ondes harmoniques
Comme le problème est en 1D, on peut érire le déplaement sous la forme :
u(x, t) = u˜(x, t) ex pour les ondes P ou u(x, t) = u˜(x, t) ez pour les ondes S.
Les équations de propagation d'ondes pour les ondes P et les ondes S (2.1) se sim-
plient dans le as 1D en :
selon ex :
ρ ∂2t u˜+ a ρ ∂tu˜ = (λ+ 2µ) ∂
2
xu˜+ b (λ+ 2µ) ∂
2
x∂tu˜2 OndesP (2.15)
selon ez :
ρ ∂2t u˜+ a ρ ∂tu˜ = µ ∂
2
xu˜+ b µ ∂
2
x∂tu˜2 OndesS (2.16)
On ommene par herher des solutions harmoniques sous la forme :
u˜(x, t) = T exp(i(ω0 t− k x)) (2.17)
ave k le nombre d'onde supposé être un nombre omplexe tel que : Re(k) ≥ 0.
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En injetant ette solution dans les équations (2.15) et (2.16), on obtient l'expres-
sion du nombre k :
k2 = (
ω0
V
)2
1− a b− i( a
ω0
+ b ω0)
1 + b2 ω20
(2.18)
Ave V la vitesse de phase égale à
√
λ+2µ
ρ
pour les ondes P et
√
µ
ρ
pour les ondes S.
On remarque que l'expression de k dépend des paramètres a et b. Il est don onvenable
de les hoisir omme suit :
a
ω0
= b ω0 = ξ (2.19)
ξ étant le fateur d'amortissement.
L'expression de k est alors donnée par :
k =
1− iξ√
1 + ξ2
(2.20)
Finalement, on trouve l'expression du déplaement dans le milieu de Rayleigh :
u˜(x, t) = T exp(
−ω0 ξ x
V
√
1 + ξ2
) exp(i(ω0 t− ω0 x
V
√
1 + ξ2
)) (2.21)
D'après la solution (2.21), on onstate que l'introdution de l'amortissement dans
le milieu linéaire augmente la vitesse de propagation qui devient V
√
1 + ξ2. On denit
le dérement logarithmique par : δ = ln( |u˜|(x)
|u˜|(x+∆x)
). Il quantie le pourentage d'amor-
tissement d'une onde lorsqu'elle parourt une distane ∆x. Utilisant les expressions
i-dessus, la relation entre le dérement logarithmique et la distane est donnée par :
∆x =
V
ω0
δ
√
1 + ξ2
ξ
(2.22)
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La relation i-dessus (2.22) sera utilisée pour le dimensionnement de la ouhe ab-
sorbante aratérisée par la matrie de Rayleigh. La vitesse V oïnidera alors ave la
plus grande vitesse qui orrespond à elle des ondes P. En hoisissant une valeur ible
de δ, l'épaisseur ∆x est alors obtenue diretement par l'équation (2.22).
Ondes non harmoniques
Dans ette partie, on étudie la propagation des ondes non harmoniques en onsidé-
rant uniquement les ondes P (les mêmes résultats peuvent être déduits pour les ondes
S). L'objetif est de determiner les solutions analytiques qui seront omparées aux ré-
sultats obtenus par la méthode des élements nis en utilisant la matrie de Rayleigh.
On note u˜(x, t) la solution du problème suivant :
ρ ∂2t u˜+ a ρ ∂tu˜ = (λ+ 2µ) ∂
2
xu˜+ b (λ+ 2µ) ∂
2
x∂tu˜ (x, t) ∈]0,+∞[×R (2.23)
ave les onditions aux limites :{
u˜(x = 0, t) = f(t) ∀t ∈ R
(2.24)
et les onditions initiales :
{
u˜(x, t = 0) = 0 ∀x ∈ ]0,+∞[
∂tu˜(x, t = 0) = 0 ∀x ∈ ]0,+∞[ (2.25)
f est une fontion ontinue qui satisfait les onditions suivantes :
1. f est intégrable sur R
2. La transformée de Fourier de f est intégrable
3. f(t) = 0 ∀t ≤ 0
Les mêmes expressions de a, b données dans l'équation (2.19) sont adoptées. Le pa-
ramètre ω0 est hoisit omme étant la fréquene dominante du déplaement imposé au
niveau des onditions aux limites u˜(x = 0, t) = f(t) . Utilisant la transformée de Fourier
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de f , on peut prouver que :
u˜(x, t) =
1
2π
∫
R
fˆ(ω) exp(i(ω t− kp(ω) x)) dω (2.26)
où fˆ(ω) est la transformée de Fourier de f(t) , Vp égale à
√
λ+2 µ
ρ
et kp(ω) le nombre
d'onde dénit par :
kp(ω) =
ω
Vp
√√√√1− ξ2 − iξ(ω0ω + ωω0 )
1 + ξ2 ω
2
ω20
(2.27)
Pour le prouver, il sut de vérier que l'équation (2.26) satisfait à l'équation du
mouvement (2.23) en dérivant sous le signe intégrale ainsi que les onditions aux limites
en x = 0 (2.24) et les onditions initiales. La preuve que les onditions initiales (2.25)
sont aussi satisfaites est fournie dans l'Annexe B. Dans le as des ondes de isaillement,
on obtient la même relation en remplaçant kp par ks déni par :
ks(ω) =
ω
Vs
√√√√1− ξ2 − iξ(ω0ω + ωω0 )
1 + ξ2 ω
2
ω20
(2.28)
ave Vs la vitesse des ondes de isaillement qui est égale à
√
µ
ρ
.
Il est intéressant de noter que le nombre kp reète le aratère dispersif du milieu,
autrement dit les diérentes fréquenes onstituant le ontenu fréquentiel de l'onde ne
se propagent ni s'amortissent de la même manière. On peut démontrer en étudiant la
partie imaginaire du nombre kp que les hautes fréquenes s'atténuent plus rapidement
que les basses fréquenes en parourant une distane determinée (voir Annexe C). Ce
qui est mis en évidene sur la Figure 2.2 où on trae l'évolution de
Vp
ω0
| Im(kp) | en
fontion de
ω
ω0
pour diérentes valeurs de ξ.
Dans les appliations numériques, la solution analytique (2.26) est alulée par la
méthode de la Transformée de Fourier rapide en utilisant le logiiel Matlab. Cette es-
timation sera onsidérée omme un résultat de réferene an de valider la solution nu-
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mérique obtenue par la méthode des éléments nis et un shéma d'intégration temporel
expliite.
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(k p
) 
 
 
ξ=0.01
ξ=0.1
ξ=0.5
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Figure 2.2  Evolution de
Vp
ω0
| Im(kp) | en fontion de ωω0
2.2.2 Problème de propagation d'ondes d'un milieu linéaire vers
le milieu de Rayleigh : problème d'interfae
Cette setion est onsarée à l'étude du problème de propagation d'ondes (har-
moniques et non harmoniques) d'un milieu linéaire vers un milieu de Rayleigh. Plus
préisement, nous nous intéressons au omportement des ondes inidentes à l'interfae
séparant les deux milieux. Pour ela, une analyse basée sur les relations de ontinuité
à l'interfae, sera menée an de déduire ertaines onditions qui minimisent les ondes
rééhies parasites.
Soit un domaine linéaire Ω1, régi par la loi de Hooke, et un domaine de Rayleigh Ω2.
On suppose qu'une onde harmonique unidimensionnelle (onde P ou onde S) se propage
de Ω1 vers Ω2 omme illustré sur la Figure 2.3. Compte tenu du le onstraste entre les
deux domaines au niveau des propriétés méaniques, on doit s'attendre à des réexions
à l'interfae x = 0. Le but est de herher l'expression de ette onde rééhie pour les
deux types d'ondes : harmonique et non harmonique.
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Transmitted wave 
Incident wave 
Reflected wave 
Subdomain Ω2Subdomain Ω1
Interface x=0 
Figure 2.3  Propagation d'onde dans deux milieux séparé par une interfae à x = 0
Ondes harmoniques
Notons u˜1 l'onde inidente, u˜2 l'onde transmise et u˜R l'onde rééhie. En gardant
les mêmes expressions de a et b dans la relation (2.19), on peut érire les déplaements
sous la forme :
u˜1(x, t) = A exp(iω0 (t− x
V1
)) (2.29)
u˜2(x, t) = T exp(
−ω0 ξ x
V2
√
1 + ξ2
) exp(i(ω0 t− ω0 x
V2
√
1 + ξ2
)) (2.30)
u˜R(x, t) = R exp(iω0 (t+
x
V1
)) (2.31)
oú Vi {i = 1, 2} la vitesse de phase égale à
√
λi+2µi
ρi
pour les ondes P et
√
µi
ρi
pour les
ondes S.
En onsidérant les onditions de ontinuité à l'interfae (ontinuité des déplaements
et des ontraintes), on a :
u˜2(x = 0, t) = u˜1(x = 0, t) + u˜R(x = 0, t) (2.32)
κ2 ∂xu˜2(x = 0, t) = κ1 (∂xu˜1 + ∂xu˜R) (x = 0, t) (2.33)
ave κ1 égale à λ1+2µ1 pour les ondes P ou 2µ1 pour les ondes S alors que κ2 égale
à (1 + iξ)(λ2 + 2µ2) pour les ondes P ou 2(1 + iξ)µ2 pour les ondes S.
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On se foalise sur les ondes rééhies générées à l'interfae. En utilisant les ex-
pressions (2.29) à (2.31) et les relations préédentes, on obtient le système d'équations
suivant :
A+R = T (2.34)
ρ2V2
√
1 + ξ2T = ρ1V1A− ρ1V1R (2.35)
Le oeient de réexion est donné par :
R
A
=
1− γ
√
1 + ξ2
1 + γ
√
1 + ξ2
(2.36)
Ave le paramètre γ déni par : γ = ρ2V2
ρ1V1
A présent, on peut donner la ondition sous laquelle l'onde réehie (P ou S) est
nulle :
γ =
1√
1 + ξ2
(2.37)
Ce qui implique :√
λ2 + 2µ2
ρ2
=
√
λ1+2µ1
ρ1√
1 + ξ2
√
µ2
ρ2
=
√
µ1
ρ1√
1 + ξ2
(2.38)
De plus, si on hoisit ρ1 = ρ2, la ondition peut s'érire sous la forme :{
λ2 =
λ1
1+ξ2
µ2 =
µ1
1+ξ2
E2 =
E1
1+ξ2
ν2 = ν1
(2.39)
Le résultat donné par (2.39) établit la relation qui doit lier les modules de Young
et les oeients de Poisson des deux domaines an d'éliminer l'onde rééhie. Cei
n'est possible que si la fréquene de l'onde respete la relation qui lie les paramètres a
et b à ω0 dans l'équation (2.19). Dans le as où l'onde est non harmonique, la ondition
préédente peut être utilisée omme approximation à ondition que la pulsation ω0 soit
remplaée par la pulsation dominante de l'onde.
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Ondes non harmoniques
Dans la suite, on onsidère les ondes non harmoniques. Soit une onde inidente
u˜1(x, t) satisfaisant à u˜1(x = 0, t) = f(t) où f est la fontion dénie dans 2.2.1. On
peut érire u˜1(x, t) sous la forme :
u˜1(x, t) =
1
2π
∫
R
fˆ(ω) exp(i(ω t− ω
V1
x)) (2.40)
On note u˜2(x, t) l'onde transmise et u˜R l'onde rééhie. En tenant ompte des ondi-
tions de ontinuité à l'interfae, on peut montrer que :
u˜R(x, t) =
1
2π
∫
R
1− γ
√
1 + ξ2 − i ξ (ω0
ω
− ω
ω0
)
1 + γ
√
1 + ξ2 − i ξ (ω0
ω
− ω
ω0
)
fˆ(ω) exp(i(ω t+
ω
V1
x)) dω (2.41)
u˜2(x, t) =
1
2π
∫
R
2
1 + γ
√
1 + ξ2 − i ξ (ω0
ω
− ω
ω0
)
fˆ(ω) exp(i(ω t− k(ω) x)) dω (2.42)
Preuve : En eet, on suppose que l'onde transmise et l'onde rééhie ont les expres-
sions suivantes :
u˜2(x, t) =
1
2π
∫
R
Tˆ (ω) exp (i (ωt− k(ω) x)) dω (2.43)
u˜R(x, t) =
1
2π
∫
R
Rˆ (ω) exp
(
i
(
ωt+
ω
V1
x
))
dω (2.44)
En utilisant la ontinuité des déplaements et des ontraintes à l'interfae on obtient
le système d'équations suivant :
u˜2(x = 0, t) = u˜1(x = 0, t) + u˜R(x = 0, t) (2.45)
κ2 ∂xu˜2(x = 0, t) = κ1 (∂xu˜1 + ∂xu˜R) (x = 0, t) (2.46)
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ave κ1 égale à λ1+2µ1 pour les ondes P ou 2µ1 pour les ondes S alors que κ2 égale
à
(
1 + iξ ω
ω0
)
(λ2 + 2µ2) pour les ondes P ou 2
(
1 + iξ ω
ω0
)
µ2 pour les ondes S.
Finalement, on obtient le système d'équations i-dessous qui onduit aux solutions
2.41 et 2.42 :
fˆ (ω) + Rˆ (ω) = Tˆ (ω) (2.47)
ρ2V2
√
1 + ξ2 − iξ
(
ω0
ω
− ω
ω0
)
Tˆ (ω) = ρ1V1fˆ (ω)− ρ1V1Rˆ (ω) (2.48)
Fin de la preuve
L'expression | R |=| 1−γ
√
1+ξ2−i ξ (
ω0
ω
− ω
ω0
)
1+γ
√
1+ξ2−i ξ (
ω0
ω
− ω
ω0
)
| obtenue dans l'équation (2.41) peut être
interprétée omme le oeient de réexion orrespondant au mode ω. Remarquant
que si la ondition (2.37) est adoptée et si la plage de fréquenes de l'onde inidente
est loalisée autour de f0 =
ω0
2π
(Figure 2.4), alors l'onde traversera l'interfae ave un
minimum de réexions. Les paramètres de la ouhe absorbante donnés dans l'équa-
tion (2.41) doivent alors oïnider ave la fréquene dominante f0 de l'onde inidente.
L'expression i-dessus (2.41) sera utilisée omme un résultat de référene pour la om-
paraison ave les résultats numériques obtenus par la méthode des éléments nis.
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Figure 2.4  Coeient de réexion pour une onde à inidene normale en utilisant
diérentes valeurs de ξ
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2.2.3 Stratégie multi-ouhes
Ondes harmoniques ave une inidene normale
On onsidère un milieu inni omposé de deux milieux de Rayleigh ave des ara-
téristiques méanique diérentes (Figure 2.5) et une onde harmonique se propageant
d'un milieu vers l'autre ave une inidene normale et une fréquene f0. En érivant les
onditions de ontinuité des déplaements et des ontraintes à l'interfae, la ondition
d'élimination de l'onde rééhie est donnée par :
P or S wave
Layer1 Layer2
ξ1 E1 ν1 ξ2 E2 ν2
Figure 2.5  Problème d'interfae entre deux milieux diérents de Rayleigh ave une
inidene normale

E
(1)
2
E
(2)
2
=
1+ξ22
1+ξ21
ν
(1)
2 = ν
(2)
2
ρ
(1)
2 = ρ
(2)
2
(2.49)
E
(1)
2 , E
(2)
2 , ν
(1)
2 and ν
(2)
2 étant les modules de Young et les oeients de Poisson
de haque milieu. On rappelle que les paramètres a et b sont toujours ontrlés par
l'équation (2.19).
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i+ 1 i+ 2 i+ 3
ξi+1 ξi+2 ξi+3ξi
i
Figure 2.6  Problème de propagation d'onde dans la partie multi-ouhes en 2D
Maintenant on onsidère une série de N ouhes absorbantes ave diérents fateurs
d'amortissements ξi, 1 ≤ i ≤ N (Figure 2.6). On note E(i)2 le module de Young et ν(i)2 le
oeient de Poisson de haque ouhe (i). En supposant une même densité de masse
pour haque ouhe, on a les onditions suivantes :

E
(i+1)
2 =
1+ξ2i
1+ξ2i+1
E
(i)
2
E
(1)
2 =
1
1+ξ21
E1
ν
(i)
2 = ν1
ρ
(i)
2 = ρ1
ξi+1 − ξi = aξ
(2.50)
où a un nombre positif, représentant le pas entre deux fateurs d'amortissement
suessifs.
An d'éviter d'importants retours d'ondes à l'interfae séparant le milieu d'étude
du milieu dissipatif, le premier fateur d'amortissement ξ1 doit être susament faible,
de même que le pas aξ. On dénit ei l'épaisseur de haque ouhe et e l'épaisseur totale
rassemblant toutes les ouhes absorbantes. De façon similaire, on note δi le dérement
logarithmique de haque ouhe et δ le dérément logarithmique total résultant de
l'ensemble des ouhes. On a alors les relations suivantes :
65
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
N∑
i=1
ei = e
N∑
i=1
δi = δ (2.51)
Utilisant l'équation (2.22) reliant la distane au dérément logarithmique iblé δi,
l'épaisseur de haque ouhe vérie :
ei =
V
(i)
2p
ω0
δi
√
1 + ξ2i
ξi
(2.52)
Finalement, on peut érire le système sous la forme :
∑N
i=1 ei = e
ω0
V2p
∑N
i=1 ξi ei = δ
ξi+1 − ξi = aξ
(2.53)
Etant donné la ontrainte sur la taille de l'élément h souvent hoisie omme onstante
dans le maillage des ouhes absorbantes, il est néessaire de xer l'épaisseur de haque
ouhe en fontion de la taille de la maille. Pour simplier, on hoisit h omme étant
l'épaisseur de haque ouhe (1 élément par ouhe) et on alule le nombre total de
ouhes N en utilisant le système (2.53) et le dérément logarithmique ible δ. Le fa-
teur d'amortissement ξi est, bien évidemment, onstant dans la ouhe i et augmente
ave le paramètre aξ dans la ouhe suivante. Pour simplier, on xe le hoix ξ1 = aξ
dans les appliations. Cei revient à poser : CMmax = aξ N ω0, CKmax =
aξN
ω0
et p = 1,
ei onstituant un as partiulier de la famille des fontions adoptées dans [16℄.
Le système (2.53) peut être étudié autrement en faisant intervenir uniquement les
variables adimensionnelles Ne =
e
h
(nombre de ouhes) et Nλ =
λ
h
(nesse de maillage
ave λ = V2p
2π
ω0
la longueur d'onde dominante ). En eet, en introduisant les variables
adimensionnelles préédentes dans le système (2.53), on obtient :
δ
πaξ
=
Ne(1 +Ne)
Nλ
(2.54)
La Figure 2.7 illustre les diérentes isovaleurs de δ en fontion de Nλ et Ne en xant
le hoix aξ = 0.02. Comme le nombre Ne est intimement lié au nombre de degrés de
liberté dans le domaine absorbant don au temps de alul, il est onvenable de hoisir
la valeur de Nλ, en xant une valeur de δ, la plus faible possible sans trop détériorer la
solution numérique par l'eet de la dispersion numérique.
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Figure 2.7  Isovaleurs de δ en fontion de Nλ et Ne pour aξ = 0.02
Ondes harmoniques ave une inidene oblique
Dans ette setion, la stratégie dérite i-dessus est onsidérée en étudiant une in-
idene oblique. Comme il est dérit sur la Figure 2.8, deux types d'ondes ont été
distingués dans haque sous ouhe d'indie n : ondes qui se propagent dans la dire-
tion positive par rapport à la diretion de l'axe x nommées pos(n), et ondes qui se
propagent la diretion négative nommées neg(n).
n− 1 n n+ 1
Pos(n)
Neg(n)
x
y
Figure 2.8  Ondes se propageant selon les diretions positive ou négative dans la ne`me
sous ouhe par rapport à l'axe x
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Par analogie ave le milieu linéaire de Hooke (setion 1.5.1), le hamp de déplaement
dans la ne`me sous ouhe u
(n)
2 peut être déomposé, selon le théorème de Helmholtz
[56℄, en utilisant deux potentiels, un potentiel salaire ϕ
(n)
2 et un veteur potentiel ψ
(n)
2 ,
omme suit :
u
(n)
2 = ∇ϕ(n)2 +∇ ∧ ψ(n)2 (2.55)
On dénit ϕ
pos(n)
2 and ψ
pos(n)
2 les potentiels qui orrespondent aux ondes qui se
propagent dans la diretion positive et ϕ
neg(n)
2 , ψ
neg(n)
2 les potentiels des ondes qui se
propagent dans la diretion négative. On érit :

ϕ
pos(n)
2 (x, y, t) = ϕ˜
pos(n)
2 exp
(
i
(
ωt− k(n)px x+ k(n)py y
))
ϕ
neg(n)
2 (x, y, t) = ϕ˜
neg(n)
2 exp
(
i
(
ωt+ k
(n)
px x+ k
(n)
py y
))
ψ
pos(n)
2 (x, y, t) = ψ˜
pos(n)
2 exp
(
i
(
ωt− k(n)sx x+ k(n)sy y
))
ψ
neg(n)
2 (x, y, t) = ψ˜
neg(n)
2 exp
(
i
(
ωt+ k
(n)
sx x+ k
(n)
sy y
)) (2.56)
(k
(n)
px , k
(n)
py ) et (k
(n)
sx , k
(n)
sy ) sont respetivement les omposantes des nombres d'ondes
k
(n)
p et k
(n)
s donnés par les relations (2.27) et (2.28). On érit alors :

k
(n)
p (ω) = ω
V
(n)
2p
√
1−ξ2n−iξn(
ω0
ω
+ ω
ω0
)
1+ξ2n
ω2
ω20
k
(n)
s (ω) =
ω
V
(n)
2s
√
1−ξ2n−iξn(
ω0
ω
+ ω
ω0
)
1+ξ2n
ω2
ω2
0
(2.57)
En utilisant les lois de Snell, on obtient :
k(n)py = k
(n)
sy = k
(m)
py = k
(m)
sy ∀n,m (2.58)
En onsidérant la propagation entre le milieu d'étude, supposé linéaire de Hooke, et
la première sous ouhe du domaine absorbant, on peut érire : k
(0)
py , k
(0)
sy ∈ R dans le
milieu d'étude et k
(1)
py , k
(1)
sy ∈ R dans la première sous ouhe.
Par onséquent, on déduit de la relation (2.58) que la omposante k
(n)
py dans haque
sous ouhe est réelle et égale à k
(0)
py qui orrespond au domaine d'étude. De même, la
omposante k
(n)
sy dans haque sous ouhe est réelle égale à k
(0)
sy qui orrespond également
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au domaine d'étude. Le proessus d'atténuation est don dérit par les omposantes k
(n)
px .
Maintenant, on dénit le paramètre t, onstant dans haque sous ouhe, par :
t =
(
k(0)py
)2
(2.59)
Dans le milieu élastique, la paramètre t peut être exprimé omme :
t =
(
ω
V1p
sin (θ)
)2
(2.60)
où θ est l'angle d'inidene des ondes P dans le domaine physique. Il est évident
que t roit ave l'angle θ. De plus, on peut prouver que la partie imaginaire de k
(n)
px dé-
roit ave t, par onséquent ave θ, en analysant le signe de la partie imaginaire de
dk
(n)
px
dt
.
En eet, on a :
k(n)px =
√(
k
(n)
p
)2
− t (2.61)
En dérivant par rapport à t, on obtient :
dk
(n)
px
dt
= − 1
2
√(
k
(n)
p
)2
− t
(2.62)
Comme Im(
√(
k
(n)
p
)2
− t) ≤ 0, il s'en suit que Im( 1√(
k
(n)
p
)2
−t
) ≥ 0. On en déduit
que le signe de Im(
dk
(n)
px
dt
) est négatif, indiquant que la partie imaginaire de la omposante
suivant x du nombre d'onde déroit ave t, par onséquent ave θ.
En onlusion, il est susant de dimensionner le domaine absorbant en se basant
uniquement sur une inidene normale (Eq. (2.54)), ar les ondes ave une inidene
oblique sont plus amorties.
Remarques :
Remarquons que la méthode de dimensionnement proposée i-dessus est établie en
raisonnant pour les ondes P ou S. Dans le as général, on garde la même démarhe de
dimensionnement pour les autres types d'ondes, notamment les ondes de surfae. La
pertinene de e hoix sera démontrée numériquement.
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An de distinguer ette approhe de elle utilisée par Rajagopal et al dans [16℄
sous le nom de ALID ("Absorbing Layers using Inreasing Damping"), on nommera la
stratégie dérite i-dessus ALID modiée. On rappelle que l'une des diérenes entre
les deux se situe au niveau du hoix des propriétés méaniques des ouhes (module
de Young et oeient de Poisson) qui restent homogènes dans le as de la stratégie
ALID alors qu'elles hangent dans le as de la stratégie ALID modiée en respetant
les onditions (2.50). An d'avoir une omparaison la plus rigoureuse possible entre les
deux méthodes, on dimensionnera dans un premier temps les ouhes en utilisant ALID
modiée puis on adoptera les mêmes propriétés méaniques entre la ouhe amortissante
et le domaine d'étude an d'obtenir la solutio ALID qu'on omparera ave la solution
ALID modiée proposée dans e travail.
2.3 Exemples numériques de validation
Dans les appliations numériques qui suivent, on onsidère les ondes non harmo-
niques en hoisissant une onde inidente de type Riker Ric dénie par :
Ric (t, tp, ts) = A (2 π
2 (t− ts)2
t2p
− 1) exp(−π2 (t− ts)
2
t2p
) (2.63)
L'onde de Riker est aratérisée par 3 paramètres : la période fondamentale tp, le
paramètre temporel ts et l'amplitude A. On xe les hoix suivants : tp = 3s, ts = 3s
and A = 1, omme il est illustré dans la Figure 2.9.
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Figure 2.9  Onde de Riker et sa transformée de Fourier
Le premier exemple traite le problème de propagation d'ondes non harmoniques
dans le milieu de Rayleigh. La solution numérique obtenue par la méthode des éléments
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nis en utilisant un shéma d'intégration impliite (famille de Newmark) est omparée
aux résultats de référene (2.26) en utilisant la transformée disrète de Fourier dis-
ponible dans Matlab. Ensuite, on montrera que la ondition (2.37) est une ondition
approximative qui minimise les réexions parasites à l'interfae séparant le milieu élas-
tique et le milieu dissipatif. Finalement, un test 2D (test de Lamb) est proposé an de
mettre en évidene l'eaité de la stratégie multi-ouhes. Dans e as, la simulation
est menée par le ouplage de deux odes diérents : le ode Europlexus ave un shéma
expliite pour simuler le domaine d'intérêt et le ode Cast3m ave un shéma impliite
pour simuler le domaine dissipatif. Le ouplage entre les deux odes est assuré par un
oupleur externe (Brun et al [57℄). L'intérêt est de oupler deux shémas diérents dans
le même problème.
2.3.1 Propagation d'onde en 1D dans le milieu de Rayleigh
Dans et exemple, on onsidère le problème des ondes P. La solution fournie par la
méthode des élements nis est alulée en utilisant le ode Cast3m [58℄. Les propriétés
du matériau sont : E = 10MPa, ν = 0.24, ρ = 1700kg/m3, respetivement pour le
module de Young, le oeient de Poisson et la densité. Un maillage uniforme omposé
d'éléments retangulaires ave des fontions de forme linéaires est adopté omme illustré
dans la Figure 2.10. La taille de haque élément est
λ
50
, où la longueur d'onde est
λ = Vp tp = 250m. Le déplaement est imposé à l'extrémité gauhe du maillage au
point x = 0 sous forme d'une onde de Riker. La longueur totale du maillage est 5λ,
assez large pour éviter la superposition de l'onde inidente et de l'onde rééhie. Le
alul est mené en utilisant le shéma de l'aélération moyenne.
Imposed displacement 
length : L2
The damping domain 
 2
Point C 
Figure 2.10  Couhe homogène amortissante de longueur 5λ
Le déplaement est extrait au point C situé à une distane 0.4λ du point x = 0.
Dans la Figure 2.11, on ompare le déplaement obtenu par le alul éléments nis et
la solution analytique donnée dans l'équation (2.26).
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Figure 2.11  Déplaement au point C, ω0 =
2π
tp
= 2.09rad/s , ξ = 0.5 (à gauhe),
ξ = 1 (à droite)
La Figure 2.11 illustre l'évolution du déplaement normalisé ( u˜2(x,t)
A
) en fontion
du temps obtenue par les deux méthodes : EF en utilisant Cast3m et la transformée
de Fourier en utilisant Matlab. On trouve don une bonne orrespondane entre les
résultats pour les deux as ξ = 0.5 and ξ = 1. Un zoom sur le pi du déplaement est
montré sur la Figure 2.12.
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Figure 2.12  Zoom sur le déplaement au point C dans le as ξ = 1
Il est important de noter que la réponse numérique est legèrement plus amortit que
la solution analytique. On peut justier ette observation par le raisonnement suivant.
Premièrement, on ompare les deux réponses en annulant l'amortissement omme il est
illustré dans la Figure 2.13.
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Figure 2.13  La diérene entre la vitesse de phase numérique et la vitesse de phase
exate
Supposons une onde quasi harmonique se propageant ave une fréquene dominante
f0. On observe d'après la Figure 2.13 que la vitesse de phase numérique V
num
p , en
éliminant le aratère visqueux du milieu, est inférieure à la vitesse de phase exate
V realp2 . Si on prend en ompte l'amortissement en supposant que ξ est non nul, la relation
entre les dérements logarithmiques des deux as s'érit alors :
δreal =
d ξ ω0
V realp2
√
1 + ξ2
≤ d ξ ω0
V nump2
√
1 + ξ2
= δnum (2.64)
où d est une distane onstante. On déduit de la dernière relation que le dérément
numérique δnum est plus grand que le dérément réel δreal, d'où la remarque mentionnée
pour la Figure 2.12.
Maintenant, si on varie le fateur d'amortissement ξ, le dérément logarithmique
numérique δnum = f(ξ) est alulé au point C puis omparé à la formule (2.22) obtenue
uniquement pour les ondes harmoniques. D'après la omparaison illustrée sur la Figure
2.14, on observe que la relation (2.22) orrespond à une bonne approximation pour les
ondes non harmoniques ayant une fréquene dominante f0.
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Figure 2.14  Evolution du dérement logarithmique δnum au point C omme une
fontion de ξ pour l'onde de Riker : Comparaison ave la ourbe théorique obtenue
pour les ondes harmoniques (équation (2.22))
2.3.2 Propagation d'onde en 1D d'un milieu élastique vers le
milieu de Rayleigh
An de valider les résultats théoriques obtenus dans la setion 2.2.2, on ommene
par onsidérer le problème illustré dans la Figure 2.15.
Ω1 : Elastic Ω2 : Damped
Point C
Input displacement 
Interface X=0
Reflected wave
Figure 2.15  Les aratéristiques géométriques du maillage
Les aratéristiques des matériaux sont résumées dans le tableau suivant :
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sous domaine 1 sous domaine 2
domaine physique domaine absorbant
Module de Young ( MPa ) 10 Variable
Coeient de Poisson 0.24 0.24
Taille de l'élément
λ
50
λ
50
Type d'élément quadrangle linéaire quadrangle linéaire
Taille du maillage 5λ 5λ
Densité de masse (kg/m3) 1700 1700
Table 2.1  Les aratéristiques méaniques et géométriques des matériaux
On impose le déplaement au point x = −5λ sous la forme d'une onde de Riker.
Ensuite, on extrait le déplaement au point C situé à une distane de 0.4λ du point
x = −5λ . On peut remarquer que le point C est hoisi assez loin de l'interfae x = 0
an d'éviter les superpositions entre l'onde inidente et l'onde rééhie à l'interfae.
Le module de Young du domaine absorbant (sous domaine 2), omme indiqué dans le
tableau 2.1, est hoisi selon la relation (2.39) et dépend du fateur d'amortissement via
la relation (2.37) : γ = 1√
1+ξ2
. La Figure 2.16 donne la réponse en terme de déplaement
au point C, exhibant le passage de l'onde inidente et le retour de l'onde rééhie à
l'interfae entre les deux sous domaines. Par la suite, on s'intéresse uniquement à l'onde
rééhie à l'interfae. La Figure 2.17 ompare les résultats exats donnés par l'équation
(3.4) et les résultats obtenus par la méthode EF en utilisant un shéma impliite, et e
pour diérentes valeurs de ξ.
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Figure 2.16  Illustration de l'onde inidente et l'onde rééhie par le déplaement du
point C
De la Figure 2.17, on peut vérier que les deux ourbes (résultats numériques et
analytiques) sont assez prohes pour les diérentes valeurs de ξ. Dans le as ξ = 0.1,
on trouve une réexion de 1.5% inférieure aux autres as : 5, 5% pour ξ = 1 et 6%
pour ξ = 2. Si on garde l'homogénéité des propriétés méaniques des deux domaines,
on obtient des rééxions de l'ordre de 2%, 20% et 40% pour ξ = 0.1, ξ = 1 et ξ = 2,
respetivement. Cei montre bien que la relation (2.39) reliant les paramètres des ma-
tériaux génère moins de réexions.
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Figure 2.17  Onde rééhie au point C, ω0 =
2π
tp
= 2.09 rad/s
Sans imposer auune relation entre les propriétés matérielles, on étudie l'eet de la
variation du module de Young E2 sur les réexions. On se xe les valeurs du oeient
de Poisson et de la densité données dans le tabeau préédent. Pour haque valeur de ξ,
on herhe numériquement la valeur du module de Young minimisant les rééxions à
l'interfae. Ensuite, on alule la valeur du rapport γnum =
ρ2V2
ρ1V1
pour haque valeur de
ξ. Sur la Figure 2.18, on trae le rapport γnum minimisant les réexions en fontion du
fateur d'amortissement. La ourbe ainsi obtenue est omparée à la relation théorique :
γ(ξ) = 1√
1+ξ2
. On peut observer sur la Figure 2.18 que les deux ourbes sont assez
prohes e qui indique que la ondition γ(ξ) = 1√
1+ξ2
obtenue pour les ondes harmo-
niques dans le as d'une propagation 1D est une bonne approximation pour les ondes
non harmoniques se propageant ave une fréquene dominante f0.
77
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
0 0.5 1 1.5 2
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
ξ
γ
 
 
Ricker wavelet
Harmonic wave
Figure 2.18  Valeurs de γ minimisant l'amplitude de l'onde réehie : omparaison
entre la ourbe théorique obtenue pour les ondes harmoniques (γ = ρ2V2
ρ1V1
= 1√
1+ξ2
) et
la ourbe obtenue en onsidérant l'onde de Riker
Nous terminons ette partie par une simple analyse des réexions dues aux deux
stratégies : ALID et ALID modiée. On garde le même test que préédemment en
hangeant à haque fois le nombre Nλ pour une valeur xée du pas aξ. On dénit le
oeient de réexion par Rricker =
maxt|ur |
A
, ur étant l'onde rééhie due au ontraste
entre le milieu d'étude et le milieu absorbant. Dans la Figure 2.19, on ompare Rricker
obtenue pour les deux stratégies : on onstate que les réexions augmentent ave le
paramètre Nλ pour les deux stratégies ar l'amortissement varie plus vite spatialement.
La modiation des propriétés méaniques (ALID modiée) améliore notablement les
résultats en minimisant davantage les réexions parasites.
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Figure 2.19  Comparaison du oeient de réexion entre les stratégies ALID et
ALID modiée pour aξ = 0.02 et aξ = 0.03
2.3.3 Test de Lamb ave ouplage impliite/expliite en mono-
éhelle
Le test de Lamb onsiste à appliquer une harge vertiale onentrée sur la surfae
d'un sol supposé homogène semi-inni. Un déteteur est plaé à une distane d = 10 m
du point de hargement dans le but d'enregistrer les déplaements vertiaux et hori-
zontaux en e point (Figure 2.20). En 1904, Lamb [59℄ a alulé analytiquement les
déplaements en un point quelonque de la surfae du sol. La solution met en lumière
la omplexité du problème par la présene de diérents types d'ondes dans le sol :
ondes longitudinales, transversales et ondes de surfae. Dans ette partie, on alule
numériquement la solution en utilisant la méthode de ouplage GC expliite/impliite.
Deux odes éléments nis sont impliqués dans e alul : il s'agit du ode Europlexus
([60℄) pour le domaine d'intérêt basé sur un shéma d'intégration expliite et du ode
Cast3m ([58℄) pour le domaine absorbant basé sur un shéma impliite. Le même pas de
temps sera adopté pour les deux domaines alulé selon la ondition CFL. On préise
que l'objetif prinipal de ette partie est de tester l'eaité des méthodes de dimen-
sionnement disutées dans les setions préédentes.
Remarque : Le hoix du ouplage expliite/impliite dans et exemple peut être
vu omme une introdution à l'appliation de la méthode GC en mono-éhelle en temps
et un test du ouplage Cast3m/Europlexus. Par ailleurs, e type de ouplage n'inue
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pas sur les résultats par rapport à un alul global en expliite omme il a été démontré
dans de nombreux travaux (Combesure et al. [8℄, Brun et al. [61℄ [57℄, Mahjoubi et
al. [11℄). Le as multi-éhelle en temps qui nous intéresse dans e travail sera abordé
dans le hapitre suivant.
Figure 2.20  Test de Lamb
La déomposition du problème est illustrée sur la Figure 2.21. Le sous-domaine
1 modélise le sol supposé linéaire élastique ave ρ1 = 1700 kg/m
3
, E1 = 10MPa et
ν1 = 0.24, alors que le sous-domaine 2 modélise le milieu dissipatif de Rayleigh ave
ρ2 = 1700kg/m
3
et ν2 = 0.24. La matrie de Rayleigh est aratérisée par les paramètres
suivants : ξ = 0.1 and ω0 =
2π
tp
selon l'équation (2.19). Le sol est modélisé par un
retangle entouré d'une ouhe amortissante d'épaisseur e. Une fore onentrée est
appliquée au milieu de la surfae dénie par une onde de Riker ave les paramètres :
A = 1MN , tp = 3, ts = 3. La Figure 2.22 présente le maillage utilisé dans la simulation,
le sol est modélisé par Europlexus (la symétrie du problème est prise en ompte) en
utilisant des éléments retangulaires de taille
λ
50
et le milieu de Rayleigh est modélisé
par Cast3m en utilisant les mêmes éléments que le sous domaine 1.
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Soil
Damping layer(s)
d
Load
2 λ
eC•
Figure 2.21  Déomposition en sous domaines : domaine d'intérêt et ouhe amortis-
sante
Subdomain 1 : 
soil (Europlexus, 
explicit scheme) 
λ
Load 
Domain 2: absorbing layer 
(Castem implicit scheme) 
λ
= +
e 
e
Figure 2.22  Le problème ouplé : sous domaine 1 (sol) modélisé par Europlexus et
sous domaine 2 (milieu absorbant) modélisé par Cast3m
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La ouhe amortissante est dimensionnée selon un dérément logarithmique ible
δ = ln(10) impliquant une épaisseur e = 914m = 3.6 λ en utilisant la ondition (2.22).
On note que e dérément logarithmique est hoisi selon le raisonnement suivant : on
herhe à e que le rapport entre l'amplitude de l'onde inidente et elle de l'onde
rééhie, eetuant un aller-retour dans la ouhe absorbante, soit égale à 0.01, e qui
orrespond à δ = ln(10) .
Un point C, situé à 10 m du point de hargement, est hoisi an d'extraire le
déplaement vertial et le déplaement horizontal.
Dans la Figure 2.23, les déplaements au point C, obtenus en utilisant les ouhes
absorbantes, sont omparés aux résultats analytiques déterminés par Lamb. On observe
que les résultats sont très prohes ave de petites réexions qui orrespondent à des
erreurs de l'ordre de 4% (déplaement horizontal traé sur les Figures 2.23 et 2.24).
On préise que l'erreur dans et exemple est dénie omme étant le rapport en valeur
absolue entre l'amplitude maximale de l'onde rééhie et l'amplitudemaximale de l'onde
inidente. Par onséquent, la méthode de dimensionnement développée dans les parties
préédentes montre son eaité malgré la présene d'autres types d'ondes, notamment
les ondes de Rayleigh présentes dans le problème de Lamb.
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Figure 2.23  Déplaement horizontal au point C : résultats analytiques (Lamb) versus
les résultats numériques obtenus par les ouhes absorbantes de Rayleigh
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Figure 2.24  Déplaement vertial au point C : résultats analytiques (Lamb) versus
les résultats numériques obtenus par les ouhes absorbantes de Rayleigh
An de réduire la taille du milieu dissipatif, on propose d'utiliser la stratégie ALID
modiée détaillée dans la setion 2.2.2. La Figure 2.25 dérit le maillage utilisé dans
ette simulation : le sous domaine 1 est toujours modélisé par Europlexus alors que
le sous domaine 2 (milieu absorbant) est modélisé par Cast3m subdivisé en plusieurs
ouhes. On garde les mêmes aratéristiques méaniques que l'exemple préédent.
L'épaisseur de haque ouhe, omme il est indiqué dans le paragraphe 2.2.3, est
égale à la taille de l'élément h = λ
50
. Le dimensionnement de la ouhe absorbante est
onditionné uniquement par la relation (2.54) : le pas aξ est xé à 2% de même que le
premier fateur d'amortissement ξ1. Considérons une valeur ible de δ = ln(10) pour le
dérement logarithmique, nous obtenons un nombre total de ouhes N égal à 40.
Les Figures 2.26 et 2.27 omparent les déplaements au point C obtenus par la
stratégie dérite i-dessus aux résultats de référene (les solutions de Lamb). Il est inté-
ressant de souligner la préision obtenue ave la stratégie multi-ouhes ave une erreur
ne dépassant pas les 1.7% par rapport à l'amplitude de l'onde inidente.
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Subdomain 2 absorbing 
layers (Castem, Implicit 
scheme)
= 
+
λ 
e
e
Load 
λSubdomain 1 : 
soil (Europlexus, 
explicit scheme) 
Figure 2.25  Modèle EF pour le sous domaine 1 (sol) et le sous domaine 2 (multi-
ouhes)
Les évolutions des énergies interne et inétique sont également illustrées dans la
Figure 2.28, en les omparant au as où l'amortissement dans la ouhe absorbante est
nul. On peut noter, sur la Figure 2.28, la bonne qualité de la dissipation du milieu ave
de faibles retours d'énergie de l'ordre de 0.01%. La Figure 2.29 illustre une omparaison
des isovaleurs de déplaements pour la partie sol (sous domaine 1), obtenues, d'une
part, pour un maillage assez large pour ne pas être perturbé par les ondes rééhies
aux frontières de e maillage étendu, et d'autre part, en utilisant la stratégie ALID
modiée. On observe également une bonne orrespondane entre les isovaleurs ave des
retours d'énergie très faibles (non observables ave l'éhelle hoisie pour les isovaleurs
de déplaement) dans le as des multi-ouhes. Comme la taille du milieu absorbant
est réduit de 3.6λ à 0.8λ, l'eaité de la stratégie multi ouhes est démontrée.
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Figure 2.26  Déplaement horizontal au point C
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Figure 2.27  Déplaement vertial au point C
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Figure 2.28  Energies inétique et potentielle alulées en utilisant la stratégie ALID
modiée
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(a) Maillage large : t=5s (b) ALID modié : t=5s
() Maillage large : t=8s (d) ALID modié : t=8s
(e) Maillage large : t=12s (f) ALID modié : t=12s
(g) Maillage large : t=25s (h) ALID modié : t=25s
Figure 2.29  Comparaison des isovaleurs de déplaement obtenues pour plusieurs
instants, d'une part, par un maillage assez large, et d'autre part, en utilisant la stratégie
ALID modiée
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2.4 Bilan
Dans e hapitre, on a présenté l'amortissement de Rayleigh selon une formulation
forte en faisant le lien ave le modèle visoélastique de Kelvin-Voigt. Ce pont a permis
d'étudier plus rigoureusement le proessus de propagation d'onde, d'une part, dans un
milieu visqueux aratérisé par une matrie de Rayleigh, et d'autre part, dans un milieu
ouplant un domaine d'étude linéaire de Hooke et un domaine visqueux aratérisé par
la matrie de Rayleigh. Il en ressort qu'on peut modier les paramètres du domaine ab-
sorbant selon des onditions an d'éliminer les ondes parasites pour une onde inidente
harmonique ou de les minimiser dans le as non harmonique.
On a également présenté la stratégie des multiouhes qu'on a nommé ALID modi-
ée, 'est-à-dire une version modiée de la stratégie ALID. Notre stratégie repose sur
une méthode de dimensionnement plus simple, basée sur la notion de dérément loga-
rithmique en raisonnant sur une onde harmonique d'inidene normale. Il en ressort
que l'épaisseur du domaine absorbant dépend uniquement de la nesse du maillage (le
nombre d'élements par longueur d'onde), du dérément logarithmique ible et du pas a
dénissant la variation de l'amortissement dans les ouhes.
Finalement, on a validé, par des tests numériques, ertains résultats analytiques en
faisant des omparaisons ave des résultats obtenus par le alul éléments nis. On a
onstaté, en outre, que l'hétérogénité des propriétés méaniques dans le milieu absor-
bant diminue les réexions parasites par rapport à la stratégie ALID lassique.
La méthode GC multi éhelle en temps, introduite dans le as du test de Lamb 2D
en utilisant le as partiulier du mono éhelle en temps, est l'objetif du hapitre suivant
en appliquant des ratios m supérieurs à 1. Puisque le domaine absorbant est onsidéré
omme un domaine hors la zone d'étude, il est intéréssant d'évaluer le potentiel des
méthodes de ouplage des shémas temporels par rapport aux aluls lassiques où le
domaine absorbant est intégré par un pas de temps onditionné par le milieu d'étude.
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Chapitre 3
Amortissement de Rayleigh et le
multi-éhelle en temps par la méthode
GC
Algorithms are human artifats.
They belong to the world of memory and meaning, desire and design.
David Berlinski
Ce hapitre sera onsaré à l'analyse des erreurs, due à l'appliation du multi-éhelle
en temps par la méthode GC, en étudiant des as tests 1D et 2D. Plus préisement, on
étudiera l'eet de la variation du ratio des pas de temps m et de la nesse du maillage,
ou le nombre d'éléments par longueur d'onde, sur la préision des résultats en faisant
des omparaisons ave des résultats de référene. Une omparaison du temps de alul
(temps CPU) en fontion de m sera également ondute an d'estimer le gain réalisé par
rapport à un alul lassique où le problème global est intégré ave un shéma expliite.
3.1 Amortissement de Rayleigh et méthode de ou-
plage GC : Cas 1D
Dans ette setion, on onsidère le problème de propagation d'une onde de longueur
λ dans une barre divisée en deux sous domaines : l'un est linéaire et l'autre est amortis-
sant par la matrie de Rayleigh an de représenter les onditions de radiation des ondes
à l'inni. L'objetif ii est d'étudier les erreurs dues à l'appliation de l'hétérogénité des
pas de temps lorsqu'on adopte un shéma de diérene entrée pour le domaine linéaire
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et un shéma de l'aélération moyenne pour le domaine absorbant. Nous ommençons
dans un premier temps par étudier le as où l'amortissement est homogène dans la
barre puis on analysera le as où la stratégie ALID modiée est appliquée à la barre
amortissante.
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
Lb Lr
Domain1 : Linearmedium
Domain2 :Rayleighmedium
C
Figure 3.1  Maillage par les éléments de type barre ouplant un milieu linéaire et un
milieu de Rayleigh
La Figure 3.1 dérit les aratéristiques géométriques du problème. La barre linéaire
(domaine 1) a une longueur Lb = 100h (h la taille de l'élément) de même que elle de
la barre amortissante Lr. Les éléments de maillage sont des éléments barres ave des
fontions de forme linéaires dont la taille vérie
λ
h
= N pour les deux domaines, N est
hoisi susamment grand pour diminuer les eets de la dispersion numérique (≥ 20).
L'onde imposée à l'extrémité de la barre linéaire est de type de Riker de seond ordre
ave tp variable et A = 0.01. Les aratéristiques méaniques de la barre linéaire sont
hoisies omme suit : E1 = 1 et ρ1 = 1, e qui orrespond à une longueur d'onde de
l'ordre de λ0 = c tp =
√
E1
ρ1
tp. La barre amortissante est homogène, aratérisée par
un fateur d'amortissement ξ et par des propriétés méaniques liées à elles de la barre
linéaire par la ondition γ = 1√
1+ξ2
. Finalement, on hoisit un point C au entre de la
barre linéaire an de suivre le déplaement orrespondant à l'onde rééhie.
On rappelle que le oeient de réexion physique est donné par :
| Rreel |=|
1− γ
√
1 + ξ2 − i ξ (ω0
ω
− ω
ω0
)
1 + γ
√
1 + ξ2 − i ξ (ω0
ω
− ω
ω0
)
| (3.1)
En introduisant la disrétisation par la méthode GC, on supposera que le oeient
de réexion numérique s'érit :
Rnum = f(λ, λ0, ξ, h, dt, E1, ρ1, m) (3.2)
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Ce qui revient à érire en utilisant une analyse adimensionnelle ou le théorème de
Vashy-Bukingham [62℄ :
Rnum = f
(
ξ,
λ
λ0
,
λ
h
,
c dt
h
,m
)
(3.3)
On suppose que les barres sont assez longues et n'inuençent pas le oeient de
réexion. Comme l'onde de Riker est non harmonique, on adoptera enore une fois le
oeient de réexion déni auparavant par Rricker =
maxt|ur|
A
. ur désigne le déplaement
de l'onde rééhie à l'interfae qui, on le rappelle, a l'expression suivante :
ur(x, t) =
1
2π
∫
R
1− γ
√
1 + ξ2 − i ξ (ω0
ω
− ω
ω0
)
1 + γ
√
1 + ξ2 − i ξ (ω0
ω
− ω
ω0
)
fˆ(ω) exp(i(ω t+
ω
V1
x)) dω (3.4)
Comme le domaine fréquentiel d'une onde de Riker est loalisé autour d'une fré-
quene dominante, l'idée, dans la suite, est d'exploiter ette onde an d'analyser l'évolu-
tion de Rnum pour une onde harmonique de longueur λ0 et d'en déduire des onlusions
relatives à l'eet de ertains paramètres sur l'évolution des erreurs, notamment les pa-
ramètres
λ0
h
et m.
On dénit Nλ =
λ0
h
et on se xe
c dt
h
= 1 (pas de temps ritique). Dans la Figure 3.2,
on ompare les valeurs du oeient de réexion Rricker ("Physia") et les valeurs du
même oeient obtenu numériquement par deux méthodes diérentes : alul omplet
en expliite ("Full expliit") et alul par la méthode GC en faisant varier le ratio m.
Premièrement, on onstate que le déalage entre les résultats obtenus par le alul en
expliite omplet et les résultats de référene (Rricker) est très faible pour les diérentes
valeurs de Nλ. Cependant, une fois qu'on applique la stratégie (impliite/expliite)
dérite i-dessus, la performane du ouplage devient sensible à la valeur de Nλ : on
onstate de grands éarts pour Nλ = 25 par rapport à Nλ = 100. Cette remarque
est illustrée sur la Figure 3.3, les réexions à l'interfae deviennent plus importantes
lorsqu'on diminue la valeur de Nλ, même pour le as de ξ = 0 où les réexions physiques
sont nulles.
91
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0
2
4
6
8
10
12
14
ξ
R
ef
le
ct
io
n 
co
ef
fic
ie
nt
 (%
)
 
 
Physical
full explicit
m=1
m=5
m=10
(a) Nλ =
λ0
h
= 100
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0
2
4
6
8
10
12
14
ξ
R
ef
le
ct
io
n 
co
ef
fic
ie
nt
 (%
)
 
 
Physical
full explicit
m=1
m=5
m=10
(b) Nλ =
λ0
h
= 50
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0
2
4
6
8
10
12
14
ξ
R
ef
le
ct
io
n 
co
ef
fic
ie
nt
 (%
)
 
 
Physical
full explicit
m=1
m=5
m=10
() Nλ =
λ0
h
= 25
Figure 3.2  Evolution du oeient de réexion en fontion de ξ pour diérentes
valeurs de Nλ
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Figure 3.3  Evolution du oeient de réexion en fontion de Nλ en xant la valeur
de ξ
Appliquons maintenant la même étude préédente à la stratégie ALID modiée.
Dans la Figure 3.4, on trae l'évolution du oeient de réexion en fontion de Nλ
pour diérentes valeurs du pas aξ. On onstate, de même que lors du as préédent,
que l'éart devient plus important lorsque le nombre Nλ diminue. Cependant, si on
augmente Nλ, la réexion physique augmente omme il a été noté préédemment sur
la Figure 2.19. Il est alors onseillé dans e as de hoisir des valeurs intermédiaires
de Nλ (entre 50 et 60 dans nos tests numériques) pour de faibles valeurs de aξ ou
éviter de manipuler de grands ratios m. Si on substitue les éléments barres par des
éléments quadrangles (2D) à interpolation linéaire, la Figure 3.5 montre, en faisant une
omparaison ave la Figure 3.4, que la sensibilité s'atténue onsidérablement pour les
faibles valeurs de Nλ e qui permet d'utiliser de grands ratios m.
Nous terminons ette partie par une omparaison des temps de alul entre le alul
omplet en expliite et le alul par la méthode GC dans le as d'une simulation ave
des éléments barres. On dénit Rtm omme étant le rapport entre le temps de alul
en expliite et le temps de alul en adoptant la méthode de ouplage ave le ratio
m. Le Tableau 3.1 résume les valeurs de Rtm pour diérentes valeurs de m allant de
1 à 5 obtenues pour Nλ = 50 et a = 0.01. Nous onstatons que le alul ave m = 1
onsomme relativement le même temps de alul qu'un temps en expliite alors que les
as m = 5 et m = 10 onsomment respetivement 2.7 et 3.3 fois moins qu'un alul
omplet en expliite.
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Figure 3.4  Evolution du oeient de réexion en fontion de Nλ dans le as de la
stratégie ALID modiée (éléments barres)
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Figure 3.5  Evolution du oeient de réexion en fontion de Nλ dans le as de la
stratégie ALID modiée (éléments quadrangles)
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m = 1 m = 5 m = 10
Rtm 0.91 2.7 3.3
Table 3.1  Valeurs de Rtm (rapport entre le temps de alul en expliite et le temps
de alul pour un alul expliite/impliite) en fontion du ratio m (rapport entre les
pas de temps)
3.2 Amortissement de Rayleigh et méthode de ou-
plage GC : Exemples 2D
3.2.1 Test de Lamb 2D
Dans et exemple, on onsidère à nouveau le test de Lamb dérit dans la setion 2.3.3.
Le but est d'analyser l'eet de la variation du ratio m lorsqu'on adopte un ouplage
Expliite/Impliite en utilisant la stratégie multi-ouhes (ALID ou ALID modiée).
Le sol jouera don le rle du sous domaine 1 et les ouhes absorbantes elui du sous
domaine 2.
Soil
Explicit scheme
sublayers
Implicit scheme
Load
C•
Figure 3.6  Test de Lamb : Modélisation par les multiouhes (ALID modié)
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Les aratéristiques géométriques sont illustrées sur la Figure 3.6 (on tient en ompte
de la symétrie du problème). Le sol est élastique linéaire isotrope aratérisé par le mo-
dule de Young E = 2.5, le oeient de Poisson ν = 0.25 et la densité ρ = 1. Les
aratéristiques méaniques des ouhes absorbantes données par le système (2.53) en
adoptant un pas aξ = 0.02. Le hargement suit une onde de Riker aratérisée par :
A = 0.1, tp = 3 et ts = 3, e qui orrespond à une onde P de longueur λ = 5. Le sol, de
taille de 0.8λ, est disrétisé en éléments quadrangles à interpolation linéaire. L'épaisseur
du milieu absorbant est déterminée à partir du dérément logarithmique xé à ln(10),
e qui orrespond, en hoisissant une taille d'élément h telle que h = λ
50
, à Ne = 40
d'après l'équation (2.54). Enn, un point C est hoisi à une distane de 2 du point de
hargement an de apturer les déplaements vertial et horizontal.
Avant d'aborder l'étude des erreurs dues à la méthode de ouplage GC, on analyse
dans un premier temps l'erreur due au modèle lui même, à savoir la stratégie multi-
ouhes (ALID ou ALID modiée). Pour ela, on dénit l'erreur pour une grandeur
E due au modèle par err =
‖Eray−Eref‖L2([0,T ])
‖Eref‖L2([0,T ])
où Eray est la valeur de E alulée en
utilisant les ouhes amortissantes de Rayleigh et Eref est la valeur de E en utilisant
un maillage susament étendu (résultats de référene). Dans les deux as, le alul est
mené ave un shéma de diérene entrée. Dans les Figures 3.7 et 3.8, on ompare les
déplaements en C et les énergies du sous domaine sol, obtenus en utilisant les dié-
rentes approhes (ALID et ALID modiée) ave les résultats de référene obtenus ave
un maillage assez large. La quantiation des erreurs montre que la méthode ALID
modiée améliore les résultats en réduisant l'erreur de 10% à 5% pour le déplaement
horizontal et de 11% à 6% pour le déplaement vertial. Les erreurs sur les énergies
sont également réduites de 0.25% à 0.14% pour l'énergie inétique et de 0.21% à 0.14%
pour l'énergie interne.
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Figure 3.7  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus par ALID, ALID mo-
diée et un maillage susament étendu (Test de Lamb)
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Figure 3.8  Comparaison des énergies en C dans le as du test de Lamb
Les résultats du alul obtenus par la méthode de ouplage GC selon diérentes
valeurs de m sont omparés à eux obtenus uniquement par un shéma expliite. A
première vue, les résultats du alul par la méthode GC sont onformes aux résultats
de référene (alul expliite) que e soit au niveau des déplaements au point C (Figure
3.9) qu'au niveau des énergies inétiques et potentielles (Figure 3.10).
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Figure 3.9  Comparaison des déplaements en C dans le as du test de Lamb obtenus
pour diérents ratios m
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Figure 3.10  Comparaison des énergies en C dans le as du test de Lamb obtenus
pour diérents ratio m
L'évaluation de l'erreur d'une grandeur E due au ouplage Impliite/Expliite est
dénie par err =
‖E
(m)
I/E
−Eref‖L2([0,T ])
‖Eref‖L2([0,T ])
, où E
(m)
I/E est la valeur de E obtenue par le ouplage
Impliite/Expliite ave le ratio m, Eref est la valeur de E obtenue par un alul en
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expliite et T est l'instant nal. Le Tableau 3.2 résume les erreurs pour diérentes
grandeurs (déplaements en C et énergies) en fontion de m. On onstate que l'erreur
introduite par la méthode GC reste globalement faible même ave un ratio atteignant
m = 20, et ei malgré la dissipation numérique due au ouplage.
Energie Energie Déplaement Déplaement
inétique potentielle horizontal vertial
m = 1 0.003% 0.003% 0.02% 0.02%
m = 10 0.2% 0.1% 1% 1%
m = 20 0.7% 0.3% 3.8% 3.6%
Table 3.2  Erreurs en énergie et déplaement en fontion de m dans le as du test de
Lamb en utilisant la stratégie ALID modiée
3.2.2 Fondation rigide sur un sol homogène
Dans ette setion, on onsidère le problème de hargement d'une fondation rigide
(module très élevé par rapport à elui du sol) posée sur un sol semi-inni homogène
(Figure 3.11). L'étude sera identique à elle menée dans l'exemple préédent sauf que
la fondation rigide jouera ii le rle du sous domaine 3 qu'on intégre ave un shéma
impliite. L'intérêt de la méthode GC dans et exemple, outre la possiblité d'inlure la
matrie de rigidité dans la matrie d'amortissement totale, est l'intégration du problème
ave le pas temps alulé à partir des propriétés du sol au lieu de elles de la fondation
beauoup plus rigide.
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Figure 3.11  Modélisation du hargement d'une fondation rigide en utilisant la stra-
tégie ALID modiée
On garde les mêmes propriétés méaniques et géométriques du sol et des ouhes
amortissantes que pour l'exemple préédent. La fondation de largeur 0.5 a un module
de Young 100 fois plus important que elui du sol et subit un hargement vertial uni-
forme suivant l'onde de Riker. Le dimensionnement des ouhes absorbantes obéit au
système (2.50) en gardant ω0 égale à la pulsation dominante de l'onde de Riker, e qui
laisse inhangé le nombre de ouhes Ne. La omparaison des résultats sera au niveau
des mêmes quantités que l'exemple préédent. L'énergie ii est alulée pour le système
sol+fondation.
La Figure 3.12 illustre une omparaison des déplaements en C traés, d'une part,
ave un maillage assez large, et d'autre part, en adoptant les méthodes ALID et ALID
modiée. On onstate enore une fois que la modiation des propriétés méaniques
améliorent les résultats en réduisant l'erreur de 12% (ALID) à 5% (ALID modiée)
dans le as du déplaement horizontal et de 8% (ALID) à 5% (ALID modiée) dans
le as du déplaement vertial. Les erreurs par rapport aux énergies sont également
réduites de 0.4% à 0.3% (Figure 3.13).
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Figure 3.12  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus par ALID, ALID mo-
diée et un maillage susament étendu dans le as d'une fondation sur un sol homogène
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Figure 3.13  Comparaison des énergies inétique et potentielle obtenues par ALID,
ALID modiée et un maillage susament étendu dans le as d'une fondation sur un
sol homogène
Selon la déomposition des sous domaines dérite i-dessus et le hoix des propriétés
méaniques de haque partie du problème, le ouplage Impliite/Expliite permettra,
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dans e as, d'utiliser un pas de temps dans la struture égal à au moins 10 fois le pas
de temps d'un alul omplet en expliite. Le gain devrait être a priori onséquent.
Les Figures 3.14 et 3.15 illustrent la omparaison des quantités (déplaements en C et
énergies) obtenues pour diérentes valeurs de m allant de 1 à 10 par rapport à elles
obtenues par un alul omplet en expliite. Une desription qualitative de la Figure
3.15 montre un faible déalage entre les énergies qui est visible pour le as m = 10, alors
que les déplaements demeurent en bon aord (Figure 3.14). Le Tableau 3.3 résume
les erreurs alulées pour les déplaements et les énergies selon la relation dérite dans
la setion 3.2.1. Celles-i restent, malgré la dissipation numérique, de l'ordre de 6% au
maximun au niveau des énergies et de 3.6% au maximum au niveau des déplaements.
Par ailleurs, on a onstaté un gain onsidérable en temps de alul qui est de l'ordre
de fois moins qu'un alul global en expliite pour m = 1, m = 5 et m = 10. Ce qui
permet de onlure que la méthode de ouplage adoptée dans e travail peut onstituer
une alternative potentielle pour e type de simulations sans trop détériorer les résultats.
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Figure 3.14  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus par ALID, ALID
modiée et un maillage susament étendu pour diérentes valeurs de m
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Figure 3.15  Comparaison des énergies inétiques et potentielles obtenues pour dif-
férents ratios m
Energie Energie Déplaement Déplaement
inétique potentielle horizontal vertial
m = 1 0.1% 0.5% 0.7% 0.9%
m = 5 2% 2% 1.7% 1.2%
m = 10 6% 6% 3.6% 2.8%
Table 3.3  Erreurs orrespondantes aux énergies et aux déplaements, en fontion de
m, dans le as du test de hargement d'une fondation sur un sol homogène semi inni
en utilisant la stratégie ALID modiée
3.2.3 Fondation rigide sur un sol stratié
Dans ette setion, on reprend l'exemple préédent en modiant la struture du sol
supportant la fondation. On substitue uniquement le sol homogène par un sol stratié
omposé d'une ouhe d'épaisseur h = 2 sur un sol plus rigide semi inni (Figure 3.16).
Cette diérene de rigidité entraînera une série de réexions à l'interfae entre les sols
et des interférenes entre les ondes dans la ouhe de surfae et par onséquent une
propagation dispersive similaire à une propagation d'ondes guidées.
Les propriétés méaniques de la ouhe de surfae (E1, ν1) sont égales à elles du
sol homogène dans les exemples préédents alors que elles du substratum vérient les
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relations suivantes : E2= 5E1 et ν2 = ν1, le rendant ainsi plus rigide. Les propriétés
méaniques et géométriques de la fondation restent également inhangées. Le dimen-
sionnement du domaine absorbant reposera sur l'hypothèse que ω0 oïnide ave la
pulsation dominante de l'onde de Riker et que Nλ = 50, e qui laisse inhangé le
nombre Ne = 40. Les propriétés méaniques des ouhes absorbantes doivent, en outre,
respeter la transition entre le sol et le domaine absorbant. Lors de l'appliation du
ouplage Impliite/Expliite, le sol stratié jouera toujours le rle du sous domaine 1
intégré ave un shéma expliite, les ouhes absorbantes elui du sous domaine 2 in-
tégré ave un shéma impliite et enn la fondation elui du sous domaine 3 intégré
également ave un shéma impliite.
Avant d'aborder l'étude des erreurs dues au ouplage Impliite/Expliite, nous ana-
lysons dans un premier temps l'erreur due aux méthodes : ALID et ALID modiée.
La Figure 3.17 illustre une omparaison des déplaements en C traés, d'une part,
ave un maillage susament étendu, et d'autre part, en adoptant les modèles ALID
et ALID modiée. La modiation des propriétés méaniques selon la stratégie ALID
modiée améliorent enore une fois les résultats en réduisant l'erreur de 6% (ALID) à
5% (ALID modiée) dans le as du déplaement horizontal et de 14% (ALID) à 8%
(ALID modiée) dans le as du déplaement vertial. Les erreurs par rapport aux éner-
gies (sol+fondation) sont également réduites de 3% à 1.5% (Figure 3.18).
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Figure 3.16  Test de hargement d'une fondation sur un sol stratié
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Figure 3.17  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus par ALID, ALID
modiée et un maillage susament étendu
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Figure 3.18  Comparaison des énergies inétique et potentielle obtenues par ALID,
ALID modiée et un maillage assez large
Les Figures 3.19 et 3.20 illustrent la omparaison des quantités (déplaements en C
et énergies) obtenues pour diérentes valeurs de m allant de 1 à 10 par rapport à elles
obtenues par un alul global en expliite. Premièrement, une omparaison qualitative
montre des déalages très faibles par rapport à l'exemple préédent (Figure 3.14 et
Figure 3.15). Le Tableau 3.4 résume les erreurs alulées pour les déplaements et les
énergies selon la relation dérite dans la setion 3.2.1. Celles-i restent faibles, malgré
la dissipation numérique, de l'ordre de 1.4% au maximun au niveau des énergies et de
0.8% au maximum au niveau des déplaements.
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Figure 3.19  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus pour diérentes valeurs
de m
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Figure 3.20  Comparaison des énergies inétiques et potentielles obtenus pour dié-
rents ratio m
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Energie Energie Déplaement Déplaement
inétique potentielle horizontal vertial
m = 1 0.05% 0.05% 0.1% 0.1%
m = 5 0.6% 0.6% 0.3% 0.2%
m = 10 1.4% 1.4% 0.8% 0.5%
Table 3.4  Erreurs orrespondantes aux énergies et aux déplaements, en fontion de
m, dans le as du test de hargement d'une fondation sur un sol stratié en utilisant la
stratégie ALID modiée
3.3 Bilan
Dans e hapitre, on s'est intéressé à l'analyse des erreurs générées par l'applia-
tion de la méthode GC, qui se manifestent par des retours d'ondes parasites vers le
domaine d'étude. En premier lieu, on a étudié le as de propagation d'ondes en 1D
en intégrant le domaine d'étude ave un shéma expliite et le domaine absorbant par
l'introdution de l'amortissement de Rayleigh ave un shéma impliite. On a onlu
que les réexions parasites deviennent de plus en plus importantes lorsque le nombre
Nλ, dénissant la nesse du maillage, diminue et que ette sensibilité dépend du type
d'élément de maillage. En revanhe, le gain réalisé pour le temps de alul devient plus
intéressant en omparaison ave un alul omplet en expliite.
On s'est intéressé également aux exemples 2D en utilisant un domaine absorbant
dimensionné selon les règles de la stratégie ALID modiée. En premier lieu, on onstaté
que la tehnique de dimensionnement proposée dans e travail génèrent moins d'erreurs
en omparison ave la méthode lassique qui adopte l'homogénéité des propriétés méa-
nique. Ensuite, on a montré, en augmentant progressivement le ratiom, que le ouplage
Expliite/Impliite reproduit, ave un faible éart, les mêmes résultats qu'un alul en
expliite ave un ratio m allant jusqu'à 10. Finalement, on a montré que le gain en
termes de temps de alul réalisé par rapport à un alul de référene en expliite est
notable, ave des erreurs numériques additionnelles restant très modestes.
108
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
Chapitre 4
Couhes absorbantes parfaitement
adaptées et méthode de ouplage GC
It doesn't matter how beautiful your theory is,
it doesn't matter how smart you are.
If it doesn't agree with experiment, it's wrong.
Rihard P. Feynman
Nous étudions dans e hapitre, de façon similaire au préédent, l'erreur due à l'ap-
pliation de la méthode GC en remplaçant les ouhes absorbantes de Rayleigh par une
ouhe absorbante parfaitement adaptée (PML ou "Perfetly Mathed Layers"). Cette
partie sera préédée par une étude de stabilité des shémas temporels en onsidérant
une PML dans le as 1D.
4.1 Stabilité dans le as 1D
Dans le as d'un problème de propagation d'ondes unidimensionnel, on suppose que
le hamp du déplaement s'érit sous la forme u = u1(x1)e1. L'amortissement dans la
diretion x1 est ativé alors qu'il est désativé dans l'autre diretion. Le probléme déni
dans le systéme (1.100) devient :
∂
∂x1
((1 + f e1 )σ11) = ρ(1 + f
e
1 )u¨1 + ρcsf
p
1 u˙1
σ11 = kε11 (4.1)
(1 + f e1 )
2 ˙ε11 + 2csf
p
1 (1 + f
e
1 )ε11 + (csf
p
1 )
2E11 = (1 + f
e
1 )
∂u˙1
∂x1
+ csf
p
1
∂u1
∂x1
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Dans la suite, on étudie la stabilité de la PML dans le as 1D en s'appuyant sur
la disrétisation temporelle détaillée dans la partie 1.5.3. Pour simplier l'étude, les
éléments du maillage sont onstitués d'éléments barres.
On note Xn =

Vn
Un
εn
En
ave εn = [ εn(ς1)εn(ς2)
]
(εn(ςi) la déformation aux points de
Gauss ) et En =
[
En(ς1)
En(ς2)
]
, γ et β sont les paramètres du shéma de Newmark supposés
positifs. Le lien entre Xn+1 et Xn d'après la disrétisation de Basu, est donnée par la
relation suivante :
AXn+1 +BXn = 0 (4.2)
ave :
A =

−γ dtM−1C − I 0 −γ dtM−1 J 0
−β dt2M−1C −I −β dt2M−1J 0
Av Au −I 0
0 0 dt I −I

B =

I − dt (1− γ)M−1C 0 −dt (1− γ)M−1J 0
dt I − dt2 (1
2
− β)M−1C I −dt2 (1
2
− β)M−1J 0
0 0 Aε AE
0 0 0 I

(4.3)
Les sous matries Av, Au, Aε et AE sont dénies par :
Av =
 − dth(1+dt cs fp(ς1))2 dth(1+dt cs fp(ς1))2
− dt
h
(1+dt cs fp(ς2))2
dt
h
(1+dt cs fp(ς2))2
 Au =
 − dth cs fp(ς1)(1+dt cs fp(ς1))2 dth cs fp(ς1)(1+dt cs fp(ς1))2
− dt
h
cs fp(ς2)
(1+dt cs fp(ς2))2
dt
h
cs fp(ς2)
(1+dt cs fp(ς2))2

Aε =
[
1
(1+ dt cs fp(ς1))2
0
0 1
(1+dt cs fp(ς2))2
]
AE =
[
− (cs fp(ς1))2
(1+dt cs fp(ς1))2
0
0 − (cs fp(ς2))2
(1+dt cs fp(ς2))2
]
(4.4)
et J = E
2
[ −1 −1
1 1
]
.
L'étude de la stabilité du shéma onsiste à étudier l'argument des valeurs propres
de la matrie d'ampliation. Si toutes es valeurs sont inluses dans le erle unité
alors le shéma est stable. En utilisant les expressions de A et B les valeurs propres
sont données par les raines du polynme suivant :
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det(B + λA) = 0 (4.5)
An de simplier l'étude nous supposons des fontions onstantes le long de l'élément
h. Notons les onstantes adimensionnellesΩ1 = dt cs f
p(ς1) = dt cs f
p(ς2) et Ω2 =
√
E
ρ
dt
h
.
alors on a :
det(B + λA) = C (λ− 1)2 (λ− 1
1 + Ω1
)2 (λ− 1− (1− γ)Ω1
1 + γΩ1
) Π(λ, γ, β,Ω1,Ω2) (4.6)
ave Π(λ, γ, β,Ω1,Ω2) un polynme du degré 3 dépendant des paramètres adimen-
tionnelles.
On remarque que la valeur absolue de la 3ème raine du polyme n'est inférieure
à 1 que si γ ≥ Ω1−2
2Ω1
. Comme Ω1 hange de valeur le long de la PML, il est préférable
d'avoir γ ≥MaxΩ1 Ω1−22Ω1 = 12 .
Notre étude dans la suite sera restreinte aux shémas lassiques. Si on s'intéresse
au shéma impliite de l'aélération moyenne, le polynme Π peut avoir l'expression
suivante :
Π(λ,
1
2
,
1
4
,Ω1,Ω2) = (λ−
1− Ω1
2
1 + Ω1
2
) ((λ− 1
1 + Ω1
)2 + κΩ22(λ
2 − λ)) (4.7)
κ dépend du type de la matrie de masse utilisée ( κ = 2 si les matries sont diago-
nales ou κ = 6 si les matries sont onsistantes). On peut vérier de plus, par le ritére
de Jury [63℄ (Annexe D), que toutes les raines de e polynme sont inluses dans le
erle unité. Par onséquent le shéma impliite est inonditionellement stable.
Si on s'intéresse au shéma expliite ou de la diérene entrée le polynme Π prend
l'expression suivante :
Π(λ,
1
2
, 0,Ω1,Ω2) = b3λ
3 + b2λ
2 + b1λ + b0 (4.8)
ave :
b3 =
Ω31
2
+ 2Ω21 +
5
2
Ω1 + 1 + κΩ
2
2
b2 =
Ω31
2
+ Ω21 +
9
2
Ω1 + 3− 2κΩ22Ω1
b1 = −Ω21 + 32Ω1 + 3− κΩ22
b0 = 1− Ω12
(4.9)
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En utilisant le ritére de Jury enore une fois, la stabilité n'est assurée que si la
ondition suivante est vériée :
Ω22 ≤
(2 + Ω1)
2
κΩ1
(4.10)
Comme Ω1 peut prendre une valeur quelonque, il onvient que le nombre Ω2 vérie
l'inégalité suivante :
Ω22 ≤MinΩ1
(2 + Ω1)
2
κΩ1
=
8
κ
(4.11)
De la dernière expression, on déduit que le pas de temps ritique d'une PML (1D)
est deux fois elui la disrétisation lassique des équations de la dynamique en expliite.
Remarquons de plus que les résultats obtenus i-dessus sont établis en se basant sur
l'hypothése que les fontions d'amortissements sont onstantes le long de l'élément du
maillage. On supposera que es résultats restent valables dans le as général.
Dans le as 2D, l'étude de la stabilité s'avère un peu ompliquée vu le nombre des
variables qui entrent en jeu. Nous supposons que le shéma impliite est inondition-
nellement stable sauf si l'instabilité a pour origine le aratère même du probléme.
Remarque importante :
Analytiquement, en annulant les fontions d'amortissement dans la PML on re-
trouve, bien évidemment, les équations d'un milieu élastique linéaire. L'utilisation de
la disrétisation proposée pour la PML est déonseillée pour e type de milieux ar
elle introduit de l'amortissement numérique même dans le as des shémas lassiques.
Pour le prouver, on ommene par érire le systéme disrétisé en annulant les fontions
d'amortissement f e et f p. On a alors :
U¨n+1 + Pn+1 = 0
Pn+1 = dtM
−1K U˙n+1 + Pn
U˙n+1 = U˙n + γdt U¨n+1 + (1− γ)dt U¨n
(4.12)
ave Pn = M
−1
∫
Btσn , K la matrie de rigidité, U˙n et U¨n les veteurs des vitesses et
des aélérations, respetivement. An de simplier l'étude, on projette les veteurs sur
un mode φ. On note Xn =
[
U˙n
U¨n
]
, la relation entre Xn+1 et Xn est donnée par :
Xn+1 =
1
1 + γdt2ω2
[
1 dt
−dtω2 1 + (γ − 1)dt2ω2
]
Xn (4.13)
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On en déduit le polynome aratéristique :
Π(λ) = λ2 − 2 + (γ − 1)Ω
2
1 + γΩ2
λ+
1
1 + γΩ2
(4.14)
ave Ω = dtω.
On remarque, tout d'abord, que la stabilité n'est assurée que si 4 + (2γ − 1)Ω2 ≥ 0
(Π(−1) > 0 d'après le ritère de Jury), hose qui est bien vérié si γ = 1
2
(que le shéma
soit impliite ou expliite). Toutefois, on peut vérier aisément que les raines dans e
as sont stritement inlues dans le disque ouvert unité, à l'origine de l'amortissement
numérique. Le as partiulier γ = 0 est non seulement onditionellement stable mais
les raines du polynme aratéristique sont omplexes et se situent exatement sur le
erle unité (|λ|=1).
An d'illustrer es résultats, on onsidère un exemple simple d'une barre 1D divisée
en plusieurs éléments (éléments barres) omme représenté sur la Figure 4.1. On impose
une onde sur l'une des deux extrémités et on enregistre à haque instant l'évolution
des diverses énergies (inétique, interne et totale) pour diérents types de shémas. La
Figure 4.2 illustre lairement les onlusions de ette partie : l'observation des dié-
rentes ourbes montre que le shéma (γ = 0 β = 0.25) est plus dèle au prinipe de la
onservation de l'énergie à la diérene des deux autres shémas (diérene entrée et
aélération moyenne).
Dans la suite, le ouplage entre le domaine d'étude (élastique linéaire dans notre as)
et le domaine absorbant (PML) est mis en oeuvre par l'approhe duale permettant le
ouplage des shémas temporels diérents. Cei nous permettra, d'une part de bénéier
des avantages des méthodes de ouplage des shémas temporels, et d'autre part, de
lever la diulté disutée i-dessus. En eet, le domaine d'étude sera intégré par une
disrétisation lassique de la dynamique transitoire alors que le domaine absorbant sera
intégré par la disrétisation introduite dans la setion 1.5.3. La démarhe de ouplage est
assez silimaire à elle de [8℄ que nous détaillons dans la setion suivante. Une analyse
d'erreur, sous l'eet de ouplage de deux disrétisations diérentes, sera également
abordée en ativant et désativant l'amortissement dans la PML et en faisant varier les
ratios de pas de temps entre les domaines.
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• • • • • • • • • • • • • • • • • • •
Direction de propagation
Figure 4.1  Modèle de propagation d'ondes dans une barre
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Figure 4.2  Courbes d'énergies (inétique Ec, interne Ep et totale Em) traées pour
diérents shémas temporels dans le as où on annule les fontions d'amortissements
de la PML selon Basu.
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4.2 Couplage milieu physique et PML
Nous ommençons par érire le problème de ouplage entre un domaine élastique
linéaire (domaine 1) et une PML (domaine 2) à l'instant n+ 1 selon l'approhe duale :
 Le domaine 1 :
M1U¨1 +K1U1 = Fext,1 − LT1 λˆ (4.15)
 Le domaine 2 obéit à l'équation (1.118) :
M2U¨2 + (C2 + C˜2)U˙2 + (K2 + K˜2)U2 + P2(εn, En,Σn) = −LT2 λˆ (4.16)
 Condition de ontinuité de la vitesse imposée à l'interfae :
L1U˙1 + L2U˙2 = 0 (4.17)
La proédure de ouplage est similaire à elle présentée dans la setion 1.4.2. Le
domaine 1 représentant le domaine d'intérêt est intégré ave un shéma expliite (γ1 =
0.5 and β1 = 0) alors que le domaine 2 représentant la PML est intégré ave un shéma
impliite (γ2 = 0.5 and β2 = 0.25). En hoisissant le domaine 2, la déomposition en
problèmes "ave liaison" et "sans liaison" s'érit alors :{
M˜2U¨
m,sl
2 = −P2(ε0, E0,Σ0)− C2U˙p,m2 −K2Up,m2
M˜2U¨
m,al
2 = −LT2 λˆm
(4.18)
ave M˜2 l'opérateur dynamique déni par :
M˜2 = M2 + β2∆t
2
2(K2 + K˜2) + γ2∆t(C2 + C˜2) (4.19)
Après avoir alulé les multipliateurs de Lagrange via le problème ondensé, on
alule les quantités totales et on termine par l'initialisation des quantités ε0, E0,Σ0.
On rappelle que la ondition (4.17) a été démontré par la méthode énergétique pour
assurer la stablité dans le as du ouplage de domaines ave des omportements li-
néaires [8℄. Dans le as du ouplage des milieux linéaire et PML, il est diile d'évaluer
l'eet de ette ondition sur le problème global. Néanmoins, de nombreux tests menés
montrent que e hoix peut être onvenable pour e type de ouplage. Dans la suite, on
va analyser l'eet de e ouplage, présenté i-dessus, sur la préision des résultats pour
des as 1D et 2D. La méthode des PML sera alors implémentée dans Matlab ompte
tenu de son indisponibilté dans les odes Cast3m et Europlexus
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4.3 Appliation de la méthode GC aux équations de
la PML en 1D
Comme on l'a vu préedemment, le shéma impliite (aélération moyenne) est
inonditionellement stable dans le as d'une PML 1D, un avantage qui permet une ma-
nipulation de grands pas de temps dans e milieu si on suppose que les onditions de
stabilité de haque sous domaine n'aete pas la stabilité du problème global. Notre
objetif dans ette setion est de tester les performanes du ouplage abordé dans la
setion 4.2 dans le as d'un simple test de barres. La desription des erreurs sera réa-
lisée aux niveaux des réexions numériques générées à l'interfae. Rappelons à ette
oasion, que es réexions sont dues à la fois à la disrétisation spatio-temporelle du
problème et à l'utilisation des shémas temporels diérents.
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
Lb Lp
Linearmedium PML
C
Figure 4.3  Maillage par les éléments barres ouplant un milieu linéaire et une PML
La Figure 4.3 dérit les aratéristiques géométriques du probléme. La longueur de
la barre est Lb = 100h (h désignant la taille de l'élément) de même que elle de la PML
Lp. Un point C situé au milieu de la barre est hoisi an d'enregistrer les résultats
relatifs aux quantités inématiques. Dans la suite, on xe le hoix d'un shéma expli-
ite pour la barre et d'un shèma impliite ou expliite pour la PML ave un ratio de
pas de temps variant en fontion du pas de temps ritique de la barre. Le maillage est
onstitué d'éléments barres à interpolation linéaire de longueur vériant
λ
h
= Nλ pour
les deux sous domaines (barre et PML). Nλ est, en outre, hoisi susament grand pour
diminuer les eets de la dispersion numérique. L'onde imposée à l'extrémité de la barre
est de type Riker de seond ordre ave tp variable. Les aratéristiques méaniques des
barres sont hoisies omme suit : E = 1, ν = 0.25 et ρ = 1, e qui orrespond à une
longueur d'onde de λ = c tp =
√
E
ρ
tp = tp.
An de ne pas ompliquer inutilement l'étude, on hoisit une fontion d'amortisse-
ment linéaire qui s'érit sous la forme : f p(x) = b
Lp
(x−Lb) ave b paramètre aratérisant
la pente de f p. Avant de détailler l'étude ave une telle fontion, faisons une analyse du
as mono pas de temps (m = 1) en annulant la fontion d'amortissement dans la PML.
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Le ouplage des deux disrétisations introduit des réexions parasites qu'on va dérire
par le oeient de réexion Rnum. On peut supposer, en xant le type d'élément, que
Rnum est de la forme :
Rnum = f(λ, h, dt, E, ρ) (4.20)
Ce qui revient à érire en utilisant une analyse adimensionnelle à :
Rnum = f(
λ
h
,
cdt
h
) (4.21)
En gardant le terme
dt c
h
onstant, les tests ont montré que Rnum est une fontion
déroissante de
λ
h
. L'interprétation de e résultat est simple : si on xe la longueur de
l'élément h et si on se donne un train d'onde inident, alors le oeient de réexion
est d'autant plus important que la fréquene est grande. An d'illustrer ette remarque,
on onsidére le problème dérit i-dessus (Figure 4.3) ave
dt c
h
= 1. Le oeient de ré-
exion Rnum est alulé à partir du déplaement au point C en hangeant régulièrement
tp. On trae sur la Figure 4.4 l'évolution de Rnum en fontion de Nλ obtenue par deux
aluls diérents : un alul global en expliite ("Full expliit") où la barre et la PML
sont intégrées ave un shéma expliite et un alul où la barre est intégrée ave un
shéma expliite et la PML ave un shéma impliite (Expliit/Impliit). On onstate
sur la même gure que les ourbes sont bien déroissantes. De plus, les deux ourbes
sont onfondues, indiquant les mêmes erreurs malgré la diérene entre les deux aluls.
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Figure 4.4  Coeient de réexion dans le as mono pas de temps ave une fontion
d'amortissement de la PML nulle
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Figure 4.5  Coeient de réexion dans le as mono pas de temps (Expliite omplet
et Impliite/Expliite) en fontion de R pour Nλ = 50
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Figure 4.6  Evolution de Rnum en fontion de Nλ et m pour R = 0.001 et R = 0.01
Dans le as où l'amortissement est ativé et l'hétérogénéité des pas de temps est ap-
pliquée, on suppose que le oeient de réexion s'érit : Rnum = f(
λ
h
, dt c
h
, R, Lp
λ
, m) (R
est le oeient de réexion après un aller et retour dans la PML déni dans l'équation
(1.107)), 'est-à-dire que plus R est faible plus les ondes inidentes dans la PML sont
amorties. Dans la suite, on se xe
dt c
h
= 1 (pas de temps ritique),Lp
λ
= 2 et tp = 0.5.
L'analyse est alors en fontion de R, m et Nλ =
λ
h
. Dans le as Nλ = 50, une analyse
de la Figure 4.5 montre que l'évolution de Rnum est déroissante en fontion de R e
qui signie qu'une augmentation de la pente d'amortissement dans la PML entraînera
automatiquement une augmentation de la réexion numérique qui reste, toutefois, très
faible (moins de 1% pour un oeient R dans la PML de 0.1%). En onsidérant à
nouveau le problème de la Figure 4.3, on alule le oeient de réexion à partir du
déplaement au point C en faisant varier le ratio m. La Figure 4.6 dérit l'évolution du
oeient de réexion numérique en fontion de Nλ pour diérentes valeurs de R. On
en déduit que l'augmentation du ratio m entraînera également une roissane du Rnum
qui est plus sensible au ratio m qu'au oeient R. On rappelle à ette oasion que
les valeurs obtenues sont à titre approximatifs vue que l'onde est non harmonique ave
une fréquene dominante.
Nous terminons ette partie par une remarque sur l'évolution du temps de alul en
fontion de m. On dénit Rm omme étant le rapport entre le temps de alul en mono
pas de temps et le temps de alul en adoptant le ratio m. Le Tableau 4.1 résume les
valeurs de Rm pour deux valeurs diérentes du oeient de réexion R. On onstate
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que, dans notre as (propagation d'ondes dans la barre), le temps de alul est divisé,
approximativement, en m fois par rapport au temps de alul en mono pas de temps.
R=0.001 R=0.01
m = 2 2 1.98
m = 3 2.8 2.83
m = 4 3.88 3.55
Table 4.1  Valeurs de Rm en fontion du ratio m
4.4 Couhes Parfaitement Adaptées et méthode de
ouplage GC : Exemples 2D
Dans ette setion, on reprend les exemples testés dans la setion 3.2 en gardant les
mêmes aratéristiques méaniques et géométriques du domaine d'intérêt : sol ou sol
et fondation. L'objetif est d'analyser la performane du ouplage Impliite/Expliite
disuté dans la setion 4.2 en faisant varier le ratio m.
4.4.1 Test de Lamb
On garde les mêmes propriétés méaniques et géométriques du sol dérites dans
l'exemple de la partie 3.2.1. An de simplier, les fontions d'amortissements f ei sont
nulles alors que les fontions f pi sont linéaires de la forme de f
p
i = ap
(
xi−x0
L
)
ave
ap = 10 et x0 = 4. Le dimensionnement de la ouhe de la PML repose alors sur le
hoix du oeient de réexion R qu'on prend égal à 0.001, e qui implique, en utilisant
la relation (1.107), une épaisseur L = 2 (deux fois moins que elle utilisée dans 3.2.1
pour les ouhes absorbantes de Rayleigh selon l'approhe ALID modiée). De façon
identique, on applique une fore onentrée à la surfae du sol suivant une onde de
Riker ave les même paramètres A = 0.1, tp = 3 et ts = 3. Un point C, situé à une
distane de 2 par rapport au point de hargement, jouera le rle de réepteur qui enre-
gistre l'évolution des déplaements en fontion du temps (voir Figure 4.7). On distingue
dans la suite deux types de aluls : alul Expliite/Expliite où haque sous domaine
est intégré ave un shéma expliite et alul Impliite/Expliite où le sous domaine 1
(sol) est intégré ave un shéma expliite et le sous domaine 2 (PML) est intégré ave
un shéma impliite.
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On ommene par étudier l'erreur due au modèle PML en adoptant le même pas
de temps entre le sol et la PML (Couplage Expliite/Impliite mono pas de temps).
Les Figures 4.8 et 4.9 illustrent les omparaisons entre les déplaements et les énergies
obtenus, d'une part, par le modèle PML, et d'autre part, par un maillage susament
étendu. Quantitativement, l'erreur due au modèle se situe approximativement autour de
1% pour les déplaements et autour de 0.1% pour les énergies. Si on ompare es valeurs
par rapport à elles itées dans 3.2.1 (ouhes de Rayleigh), on remarque failement que
la méthode de la PML génère moins d'erreurs que la méthode ALID ou ALID modiée.
Cependant, si on ompare les temps CPU des deux algorithmes, on onstate que le
alul utilisant la PML est autant omsommateur ave un rapport de 0.9 et e malgré
la taille du domaine absorbant dans le as ALID qui est deux fois elui de la PML.
Soil
Explicit scheme
PML
Implicit scheme
Load
C•
Figure 4.7  Modèle du test de Lamb 2D ave les ouhes parfaitements adaptées
(PML)
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Figure 4.8  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus par la PML et un
maillage susament étendu (Test de Lamb) dans le as mono pas de temps (ouplage
expliite/expliite)
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Figure 4.9  Comparaison des énergies en C pour le test de Lamb dans le as mono
pas de temps
Par analogie, on ompare les résultats obtenus par la méthode de ouplage en uti-
lisant le alul Impliite/Expliite pour diérentes valeurs de m ave eux obtenus en
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utilisant le Calul Expliite/Expliite ("Full expliit"). A première vue, on onstate,
d'après les Figures 4.10 et 4.11, que les diérentes quantités (déplaements et énergies)
sont en bonne onordane ave de légères utuations qu'on peut observer sur les dé-
plaements dans le as m = 5. Le Tableau 4.2 résume les erreurs alulées pour haque
quantité pour des valeurs de m allant juqu'à 5. Les erreurs restent globalement à des
niveaux de l'ordre de 3.6% pour les déplaements et moins de 0.7% pour les énergies.
Cependant, on note la sensibilité de la méthode vis-à-vis du ratio m en omparaison
ave la méthode ALID ave laquelle on a obtenu les mêmes niveaux d'erreurs en utilisant
des ratios m allant jusqu'à 20.
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Figure 4.10  Comparaison des déplaements en C dans le as du test de Lamb obtenus
pour diérents ratio m
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Figure 4.11  Comparaison des énergies en C dans le as du test de Lamb obtenus
pour diérents ratio m
Energie Energie Déplaement Déplaement
inétique potentielle horizontal vertial
m = 1 0.0002% 0.003% 0.001% 0.001%
m = 3 0.3% 0.1% 1.8% 1.3%
m = 5 0.7% 0.3% 3.6% 2.6%
Table 4.2  Erreurs orrespondant aux énergies et aux déplaements, en fontion de
m, dans le as du test de Lamb en utilisant les ouhes parfaitement adaptées (PML)
4.4.2 Fondation rigide sur un sol homogène
On reprend l'exemple de la partie 3.2.2, en substituant les ouhes de Rayleigh par
une ouhe absorbante parfaitement adaptée (PML) (Figure 4.12). On garde les mêmes
aratéristiques méaniques et géométriques du sol et de la fondation. Les propriétés
méaniques et géométriques de la PML sont également identiques à elles de l'exemple
préédent (Partie 4.4.1). Le sol jouera le rle du sous domaine 1 (shéma expliite), la
PML elui du sous domaine 2 (shéma impliite) et nalement la fondation elui du
sous domaine 3 (shéma impliite). On préise que les sous domaine 2 et 3 sont intégrés
ave le même pas du temps qui est m fois elui du sous domaine 1.
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On rappelle que et exemple présente un intérêt pour l'appliation de la méthode
GC puisqu'on peut résoudre le problème en utilisant le pas de temps ritique alulé à
partir des propriétés du sol au lieu de elui de la fondation qui doit être 10 fois moins
petit. Cei entraine un gain onséquent sur le temps CPU en omparaison ave un alul
omplet en expliite (tous les sous domaines intégrés ave un shéma expliite).
Soil
Explicit scheme
PML
Implicit scheme
Load
strip
Implicit
scheme
C•
Figure 4.12  Fondation rigide sur un sol homogène semi inni : Modélisation ave la
ouhe PML
Dans la Figure 4.13, on ompare les déplaements au point C obtenus, d'une part,
par le modèle PML ave un alul global en expliite, et d'autre part, ave un maillage
susament étendu . On onstate que les déplaements sont en très bonne onordane
ave une erreur ne dépassant pas 2%, plus faible que elle obtenue ave l'approhe ALID
modiée.
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Figure 4.13  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus par la PML et un
maillage susament étendu (ouplage Expliite/Expliite mono pas de temps)
Ave la déomposition en sous domaines proposée i-dessus, on ompare sur les
Figures 4.14 et 4.15 les évolutions des quantités, déplaement en C et énergie, obtenus
pour diérentes valeurs de m ave elles obtenues par un alul global en expliite. On
remarque que les déalages entre les ourbes ommenent à se manifester pour m = 5
qui restent toutefois de l'ordre de (voir Tableau 4.3) 5% pour les déplaements et de
moins de 2.4% pour les énergies. En outre, on a onstaté un gain onsidérable dans
le temps CPU qui est de l'ordre de 6,16 et 21, respetivement, pour m = 3 et 5 en
omparaison ave un alul en expliite.
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Figure 4.14  Comparaison des déplaements en C dans le as du test de Lamb obtenus
pour diérents ratio m
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Figure 4.15  Comparaison des énergies inétiques et potentielles obtenues pour dif-
férents ratios m
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Energie Energie Déplaement Déplaement
inétique potentielle horizontal vertial
m = 1 0.2% 0.1% 0.8% 0.6%
m = 3 1.3% 0.9% 3% 2%
m = 5 2.4% 1.8% 5% 3.7%
Table 4.3  Erreurs orrespondant aux énergies et aux déplaements, en fontion de
m, dans le as du test de hargement d'une fondation sur un sol homogène en utilisant
les PMLs
4.4.3 Fondation rigide sur un sol stratié
On reprend l'exemple de la setion 3.2.3 en remplaçant les ouhes absorbantes
de Rayleigh par une ouhe de PML. On garde les mêmes propriétés méaniques et
géométriques du sol (la ouhe de surfae et le substratum) et elles de la fondation.
La PML aura les mêmes aratéristiques que elles des exemples préédents tout en
assurant la bonne transition des propriétés entre le sol et la ouhe absorbante.
La déomposition en sous domaines est similaire à elle adoptée dans 3.2.3. On rap-
pelle que le problème est déomposé en 3 sous domaines : le sol orrespond au sous
domaine 1 intégré ave un shéma expliite, la PML au sous domaine 2 intégré ave
un shéma impliite et enn la fondation au sous domaine 3 intégré également ave un
shéma impliite.
On ommene par étudier l'erreur due au modèle PML en onsidérant un alul
Expliite/Impliite mono pas de temps. La Figure 4.17 illustre la omparaison des
déplaements en C obtenus, d'une part, par le modèle PML, et d'autre part, par un
maillage susament étendu (résultats de référenes). On onstate que les résultats sont
en bonne orrespondane ave une erreur qui reste inférieure à 3%, plus faible que elle
obtenue ave les modèles ALID dans la setion 3.2.3.
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Load
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E1, ν1
E2, ν2
PML
PML
Figure 4.16  Modèle de fondation rigide sur un sol stratié en utilisant les PMLs
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Figure 4.17  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus par la PML et un
maillage susament étendu (ouplage Expliite/Impliite mono pas de temps)
Les Figures 4.18 et 4.19 présentent la omparaison des quantités (déplaements en
C et énergies) obtenues pour diérentes valeurs de m allant de 1 à 5 par rapport à
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elles obtenues par un alul global en expliite (Full expliit). Premièrement, une om-
paraison qualitative montre des déalages très faibles par rapport à l'exemple préédent
(Figure 4.14 et Figure 4.15). Le Tableau 4.4 résume les erreurs alulées pour les dépla-
ements et les énergies selon la relation dérite dans la setion 3.2.1. Celles-i restent,
malgré la dissipation numérique, de l'ordre de 2% au maximun au niveau des énergies
et de 3.6% au maximum au niveau des déplaements. Ces valeurs restent supérieures
à elles obtenues pour le modèle ALID (Tableau 3.4), même lorsque des ratios allant
jusqu'à 10 étaient adoptés. Cependant, ette stratégie de déomposition a permis un
gain onsidérable dans le temps CPU puisqu'il le réduit, par rapport à un alul global
en expliite, de 6 fois dans le as m = 1 tout en gardant une bonne préision.
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Figure 4.18  Déplaements vertial et horizontal en C obtenus pour diérentes valeurs
de m
130
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
0 5 10 15 20
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
x 10−3
time (s)
In
te
rn
al
 e
ne
rg
y 
 
 
PML (Full explicit)
PML (m=1)
PML (m=3)
PML (m=5)
(a) Energie potentielle
0 5 10 15 20
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
x 10−3
time (s)
K
in
et
ic
 e
ne
rg
y 
 
 
PML (Full explicit)
PML (m=1)
PML (m=3)
PML (m=5)
(b) Energie inétique
Figure 4.19  Comparaison des énergies inétiques et potentielles obtenus pour dié-
rents ratio m
Energie Energie Déplaement Déplaement
inétique potentielle horizontal vertial
m = 1 0.1% 0.1% 0.6% 0.3%
m = 3 1.1% 0.8% 2% 1.4%
m = 5 2% 1.7% 3.6% 2.2%
Table 4.4  Erreurs orrespondant aux énergies et aux déplaements, en fontion de
m, dans le as du test de hargement d'une fondation sur un sol stratié en utilisant
les ouhes parfaitement adaptées (PML)
4.5 Bilan
Dans e hapitre, on a exploité la méthode du ouplage GC pour des problèmes de
propagation d'ondes en utilisant les ouhes parfaitement adaptées (PML). En premier
lieu, on a étudié la stabilité des shémas de Newmark dans le as d'une PML en 1D en
utilisant la notion de la matrie d'ampliation. Il en ressort que le shéma d'aélé-
ration moyenne demeure inonditionnellement stable alors que le shéma de diérene
entrée est onditionnellement stable. Ensuite, on a présenté l'algorithme de ouplage
GC entre un milieu linaire de Hooke et une ouhe PML en supposant que la ondi-
tion de ontinuité des vitesses à l'interfae n'inue pas la stabilité du problème global.
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Finalement, on a analysé les erreurs, dues à la méthode GC, pour une série de tests
numériques utilisant la PML dans le as 1D et 2D. On a onlu, que le ouplage pro-
posé dans e travail en utilisant la disrétisatin temporelle proposée par Basu et al [19℄
fournit des résultats enourageants dans le as mono pas de temps pour ertaines appli-
ations intéréssantes. En revanhe, on a onstaté la sensibilité de la méthode vis-à-vis
du rapport entre les pas de temps.
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Conlusions et Perspetives
Dans le premier hapitre, on a établi un lien entre la matrie d'amortissement de
Rayleigh et une formulation forte faisant intervenir des lois de omportements phy-
siques. Une analyse mathématique des ondes harmoniques a permis d'obtenir des ondi-
tions en fontion des propriétés méaniques du milieu d'étude et de la ouhe amor-
tissante en vue d'éliminer les ondes rééhies à l'interfae dans le as d'une inidene
normale. En outre, es relations peuvent être utilisées de façon approximative dans le
as des ondes non harmoniques se propageant ave une fréquene dominante.
Cependant, il est diile d'établir des onditions similaires dans le as d'une ini-
dene oblique. L'alternative est d'utiliser la stratégie multi-ouhes utilisée auparavant
dans [2℄ ou enore [16℄ sous le nom d'ALID (ALID,  Absorbing Layers with Inreasing
Damping ) ou de CALM (CALM,  Caughey Absorbing Layer Method ). Dans e
travail et ontrairement à la stratégie adoptée par les autres auteurs, les propriétés mé-
aniques (module de Young et oeient de Poisson) sont hétérogènes dans le milieu
absorbant et doivent respeter des onditions d'élimination des ondes rééhies entre
les sous ouhes dans le as d'une inidene normale pour les ondes harmoniques. On
a alors proposé une méthode très simple de dimensionnement en utilisant la notion du
dérément logarithmique tout en minimisant les réexions générées entre les interfaes.
On a également démontré qu'il susait de dimensionner les ouhes par rapport à une
inidene normale, étant donné qu'une onde à inidente oblique s'amortit davantage
qu'une onde d'inidene normale.
Une omparaison entre la stratégie ALID et la stratégie ALID modiée pour le as
unidimensionnel montre que la modiation des propriétés méaniques des sous ouhes
selon les règles présentées dans e travail permet de réduire les réexions à l'interfae.
La pertinene de notre stratégie dans le as général (inidene oblique et onde non
harmonique) est mise en évidene par des exemples numériques dans les as bidimen-
sionnels, ave notamment le test de Lamb.
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Le troisième hapitre a été onsaré à l'analyse de l'eet du ouplage des éhelles
en temps sur la préision des résultats en utilisant la stratégie ALID modiée et l'ap-
prohe GC (Gravouil et Combesure) qui permet de oupler des shémas d'intégration
temporelle hétérogènes ave des pas de temps diérents. L'étude des réexions géné-
rées à l'interfae dans le as d'un test unidimensionnel a montré que, lorsqu'on adopte
des shémas hétérogènes pour la barre et le milieu absorbant (Impliite/Expliite), le
ouplage devient sensible à la fois au ratio des pas de temps m et de la nesse du
maillage par rapport à la longueur de l'onde onsidérée. En eet, les réexions à l'in-
terfae augmentent lorsque la nesse du maillage diminue ou lorsque le ratio des pas de
temps augmente. Par ailleurs, ette sensibilité diminue lorsqu'on adopte des éléments
quadrangles au lieu des éléments barres. On peut supposer que ette erreur diminuerait
si on augmentait la préision du shéma de disrétisation spatiale, en employant par
exemple des fontions de forme d'ordre plus élevées.
Les résultats numériques obtenus dans le as des tests 2D ont été enourageants au
niveau de la préison mais aussi au niveau des temps CPU. En eet, la méthode GC
a permis l'usage d'un ratio m assez élevé de l'ordre de 10 sans détériorer les résultats
de référene obtenus par un alul omplet en expliite. Le test du hargement d'une
fondation rigide sur un sol semi-inni est partiulièrement intéressant dans le sens où
le pas de temps d'intégration est alulé en fontion des propriétés du sol au lieu de
la fondation qui, dans e dernier as peut être nettement inférieur ompte tenu de sa
rigidité.
Dans le troisième hapitre, on a ommené par établir ertaines propriétés induites
par la disrétisation temporelle de Basu pour l'établissement des ouhes parfaitement
adaptées (PML :  Perfetly Mathed Layers ). Dans un premier temps, on a établi
les onditions de stabilité d'une PML en 1D en utilisant les éléments barres puis on a
montré que ette disrétisation n'est pas adaptée, dans le as général, pour la simulation
d'un milieu linéaire lorsqu'on annule les fontions d'amortissement.
On a également analysé l'eet multi-éhelles en temps par la méthode GC lorsqu'on
ouple une PML ave un milieu linéaire. Cette étude a montré que, dans le as du test
de la barre, que les réexions deviennent plus importantes lorsqu'on diminue la nesse
du maillage ou lorsqu'on augmente le rapport entre les pas de temps. En outre, on a
observé que e ouplage est plus sensible au rapport entre les pas de temps par ompa-
raison ave la méthode ALID modiée, e qui laisse une marge restreinte d'utilisation
pour de la méthode multi-éhelles temps .
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Dans le as des tests 2D, les résultats obtenus par le modèle PML ave un alul
en expliite sont en très bonne orrespondane ave les résultats de référene (maillage
très large) en omparant ave l'approhe ALID modiée. On a observé également un
gain onsidérable en temps CPU pour le as mono-éhelle (m = 1) sur les tests de
hargement d'une fondation rigide tout en gardant une bonne préision. Cependant,
on a onstaté que le ouplage milieu physique-PML devient plus sensible à la méthode
multi-éhelles en temps que la méthode ALID modiée.
Les perspetives envisagées à es travaux sont données i-dessous :
 L'extension et la validation de l'approhe ALID modiée aux as 3D en gardant
les mêmes démarhes de dimensionnement.
 Lors de l'utilisation de la méthode ALID modiée, on a onstaté que les réexions
parasites dépendent à la fois de la pente de la fontion d'amortissement utilisée
(paramètre aξ) et de la nesse du maillage. Il est don intéressant de tester d'autres
types de fontions (quadratique, raine arrée,...) et de fournir des omparaisons
ave le as linéaire en suivant les mêmes démarhes de dimensionnement oner-
nant le hoix des propriétés méaniques de haque sous ouhe.
 Les résultats obtenus par la méthode GC en utilisant les ouhes PML sont enou-
rageants mais le ouplage ne permet pas de manipuler de larges rapports entre les
pas de temps en omparaison de la méthode ALID modiée. Il serait intéressant
de herher d'autres alternatives pour l'intégration temporelle de la PML que les
shémas de Newmark et de tester d'autres méthodes de ouplage existantes du
type MGC [64℄ ou BGC [12℄.
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Annexe A
Les matries BǫI ,B
Q
I , Fˆ
ǫ
et FˆQ dans l'équation 1.117 sont dénies omme suit :
Premièrement, on donne les dénitions suivantes :
F l =
[
F p +
F e
dt
]−1
F ǫ = F eF l FQ = F pF l (4.22)
La matrie BǫI est donnée en termes de sous matries en noeud I par :
BǫI =
 F ǫ11N lI1 F ǫ21N lI1F ǫ12N lI2 F ǫ22N lI2
F ǫ11N
l
I2 + F
ǫ
12N
l
I1 F
ǫ
21N
l
I12 + F
ǫ
22N
l
I1

(4.23)
ave :
N lIi = F
l
ijNI,j (4.24)
la matrie BQI est dénie de façon similaire en remplaçant F
ǫ
par FQ. Finalement,
La matrie Fˆ ǫ est donnée par :
Fˆ ǫ =
 (F ǫ11)2 (F ǫ21)2 F ǫ11F ǫ21(F ǫ12)2 (F ǫ22)2 F ǫ12F ǫ22
2F ǫ11F
ǫ
12 2F
ǫ
21F
ǫ
22 F
ǫ
11F
ǫ
22 + F
ǫ
12F
ǫ
21

(4.25)
De même, la matrie FˆQ est obtenue en remplaçant F ǫ par FQ.
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Annexe B
On se propose de montrer que la solution du problème (2.23) à (2.25) est donnée
par :
u˜(x, t) =
1
2π
∫
R
fˆ(ω) exp(i(ω t− k(ω) x)) dω (4.26)
ave :
k(ω) =
ω
Vp2
√√√√1− ξ2 − iξ(ω0ω + ωω0 )
1 + ξ2 ω
2
ω20
(4.27)
On onstate que Im(k(ω)) est toujours supérieur à 0, on a alors :
| fˆ(ω) exp(i(ω t− k(ω) x)) |≤| fˆ(ω) | (4.28)
On suppose que fˆ est intégrable e qui implique, en utilisant le théorème de la
diérentiation sous le signe intégrale, que u˜ appartient à C3 (]0,+∞[×R). En outre, il
est faile de vérier que u˜ est une solution partiulière de l'équation (2.23) et u˜(x =
0, t) = f(t).
Dans la suite, on montre que les onditions initiales sont satisfaites. Pour ela, on
utilisera quelques résultats de l'analyse omplexe. Premièrement, on ommene par
dénir la partie E du plan omplexe :
E = {z ∈ C | Im(z) ≤ 0} (4.29)
On dénit aussi :
fˆ(z) =
∫
R
f(t) exp(−i(z t)) dt (4.30)
Comme f(t) = 0 si t est negatif, la fontion fˆ est alors bien dénie sur E . En eet,
on a :
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| fˆ(z) |=|
∫
R
f(t) exp(−i(z t)) dt |=|
+∞∫
0
f(t) exp(−i z t) dt |≤
+∞∫
0
| f(t) | dt (4.31)
On pose M(f) =
∫ +∞
0
| f(t) dt |.
On onsidère les ontours ΓR et Γ
′
R, ave R positif :
ΓR = {z ∈ E | | z |= R } (4.32)
Γ′R = {z ∈ E | Im(z) = 0 −R ≤ Re(z) ≤ R} (4.33)
Il est évident que la fontion z → fˆ(z) exp(−i k(z) x)) est homolorphe sur E. En
hoisissant une orientation partiulière du ontour ΓR ∪ Γ′R et en utilisant le lemme de
Shwarz [65℄, on a : ∫
ΓR∪Γ
′
R
fˆ(z) exp(−i k(z) x)) dz = 0 (4.34)
Ce qui implique :
∫ +R
−R
fˆ(ω) exp(−i k(ω)x))dω+
∫ −π
0
iR exp(iθ)fˆ(R exp(iθ)) exp(−i k(R exp(iθ))x))dθ = 0
(4.35)
En outre, on remarque que :
−ik(R exp(iθ)) =
√
R
V
√
ξω0
exp(i(
θ
2
− 3π
4
)) +O( 1√
R
) (4.36)
Tenant ompte de −π ≤ θ ≤ 0 , on a :
∃C > 0 and ∃R0 ≥ 0 | exp(−i k(R exp(iθ))x)) |≤ exp(−C x
√
R) ∀R ≥ R0 ∀θ
(4.37)
En appliquant la dernière inégalité à l'équation (4.35), on montre que :
|
∫ −π
0
iR exp(iθ) fˆ(R exp(iθ)) exp(−i k(R exp(iθ)) x)) dθ |≤ π M(f)R exp(−C x
√
R)
(4.38)
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On a alors :
lim
R→+∞
|
∫ −π
0
iR exp(iθ) fˆ(R exp(iθ)) exp(−i k(R exp(iθ)) x)) dθ |= 0 (4.39)
Finalement on obtient :
u˜(x, t = 0) =
∫ +∞
−∞
fˆ(ω) exp(−i k(ω) x)) dω = 0 (4.40)
En utilisant la même démarhe on peut montrer que :
∂tu˜(x, t = 0) =
∫ +∞
−∞
iω fˆ(ω) exp(−i k(ω) x)) dω = 0 (4.41)
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Annexe C
Considérons le nombre d'onde donné par l'équation (2.27), le but est de montrer
que Im(kp) est déroissante en fontion de
ω
ω0
. Pour ω positif, on peut érire kp sous la
forme :
kp =
ω0
Vp
√√√√√( ωω0)2 − iξ ωω0
1 + iξ ω
ω0
(4.42)
On pose α = ω
ω0
, l'étude de kp revient à étudier la fontion F déni par :
F (α, ξ) =
√
α2 − iξα
1 + iξα
(4.43)
La monotonie de la partie imaginaire de F est donnée par le signe de Im(∂F
∂α
). On
peut vérier aisément que :
∂F
∂α
=| ∂F
∂α
| exp(−iZ(α, ξ)) (4.44)
Ave :
Z(α, ξ) = arctan(
αξ − ξ
α
2
) +
3
2
arctan(αξ) +
1
2
arctan(
ξ
α
) (4.45)
Il ne reste qu'à prouver que l'ensemble des valeurs de Z pour tout ξ et α positifs
est inlu dans [0 π]. Cei peut se faire sans diulté si on eetue le hangement de
variables suivant : X = αξ et Y = ξ
α
. La fontion Z s'érit alors :
Z(X, Y ) = arctan(
X − Y
2
) +
3
2
arctan(X) +
1
2
arctan(Y ) (4.46)
En étudiant la dernière fontion, on peut aisément vérier que :
140
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf 
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés
π ≥ Z ≥ 0 (4.47)
D'où la déroissane de Im(kp). Cela revient à dire, en tenant ompte du signe de
Im(kp), que les hautes fréquenes s'atténuent plus rapidement que les basses fréquenes.
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Annexe D
Critère de Jury :
Pour que toutes les raines d'un polynme D(z) = 0 soient situées à l'intérieur du
erle unité il faut et il sut que les onditions suivantes soient satisfaites :
Cas de seond ordre
D (z) = z2 + b1z + b0 (4.48)
D (1) = 1 + b1 + b0 > 0 (4.49)
D (−1) = 1− b1 + b0 > 0 (4.50)
|b0| < 1 (4.51)
Cas de troisième ordre
D (z) = z3 + b2z
2 + b1z + b0 (4.52)
D (1) = 1 + b2 + b1 + b0 > 0 (4.53)
D (−1) = −1 + b2 − b1 + b0 < 0 (4.54)
|b0| < 1 (4.55)∣∣b20 − 1∣∣ > |b0b2 − b1| (4.56)
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